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"CTUSBDU
8F TIPX UIBU TVSGBDF�MPDBMJ[FE EJFMFDUSPQIPSFTJT�ESJWFO XFUUJOH PG BOJTPUSPQJD OFNBUJD MJRVJE
DSZTUBM TFTTJMF ESPQMFUT PCFZT UIF TBNF SFMBUJPOTIJQ DPT [θ (7P)] = DPT [θ:]−β7�

P XIJDI IBT
QSFWJPVTMZ CFFO GPVOE GPS JTPUSPQJD MJRVJE ESPQMFUT FWFO UIPVHI UIF OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM QIBTF
QPTTFTTFT B VOJBYJBM EJFMFDUSJD QFSNJUUJWJUZ UFOTPS� 8F BMTP EFNPOTUSBUF UIBU UIF EJFMFDUSPXFUUJOH
DPFGàDJFOU β XIJDI EFUFSNJOFT UIF NBHOJUVEF PG UIF SFEVDUJPO JO UIF DPOUBDU BOHMF GSPN θ: UP
θ (7P) UISPVHI UIF BDUJPO PG B QPUFOUJBM EJGGFSFODF 7P DBO CF DPOUSPMMFE CZ UIF GSFRVFODZ PG UIF
BQQMJFE WPMUBHF CFUXFFO JOUFSEJHJUBUFE FMFDUSPEFT CFOFBUI B ESPQMFU PG IJHIMZ EJTQFSTJWF OFNBUJD
MJRVJE DSZTUBM� 0VS 2�UFOTPS NPEFMMJOH PG UIF FMFDUSJD àFME�JOEVDFE ��EJNFOTJPOBM O�EJSFDUPS
EJTUPSUJPOT XJUIJO B OFNBUJD ESPQMFU FMVDJEBUFT IPX UIJT MJOFBS SFMBUJPOTIJQ IPMET GPS WPMUBHFT
XIFO |θ (7P)− θ:| FYDFFET �◦m�◦�

,FZXPSET� EJFMFDUSPQIPSFTJT OFNBUJD MJRVJE DSZTUBMT XFUUJOH ESPQMFUT

	4PNF àHVSFT NBZ BQQFBS JO DPMPVS POMZ JO UIF POMJOF KPVSOBM


�� *OUSPEVDUJPO

%JFMFDUSPQIPSFTJT JO HFOFSBM SFGFST UP UIF GPSDF FYFSUFE PO
BO FMFDUSJDBMMZ OFVUSBM QPMBSJTBCMF EJFMFDUSJD NBUFSJBM XIFO JU
JT TVCKFDUFE UP B OPO�VOJGPSN FMFDUSJD àFME <�>� 5IF EJFMFD�
USPQIPSFUJD NBOJQVMBUJPO PG UIF USBKFDUPSJFT PG QPMBSJTBCMF
QBSUJDMFT VTJOH TQBUJBMMZ JOIPNPHFOFPVT FMFDUSJD àFMET IBT
CFFO FYQMPJUFE JO BQQMJDBUJPOT SBOHJOH GSPN CJPNFEJDBM MBC�
PO�B�DIJQ BOE NJDSPáVJEJD UFDIOPMPHJFT TVDI BT EJBHOPTUJDT
BOE DFMM�CBTFE UIFSBQJFT <� �> UP àFME áPX GSBDUJPOBUJPO GPS

∗
"VUIPS UP XIPN BOZ DPSSFTQPOEFODF TIPVME CF BEESFTTFE�

0SJHJOBM DPOUFOU GSPN UIJT XPSLNBZ CF VTFE VOEFS UIF UFSNT
PG UIF $SFBUJWF $PNNPOT "UUSJCVUJPO ��� MJDFODF� "OZ GVS�

UIFS EJTUSJCVUJPO PG UIJT XPSL NVTU NBJOUBJO BUUSJCVUJPO UP UIF BVUIPS	T
 BOE UIF
UJUMF PG UIF XPSL KPVSOBM DJUBUJPO BOE %0*�

TFMFDUJWF TFQBSBUJPO BOE DMBTTJàDBUJPO PG QBSUJDMFT <� �>� *O
MJRVJE EJFMFDUSPQIPSFTJT UIF NBUFSJBM VTFE JT UZQJDBMMZ BO FMFD�
USJDBMMZ JOTVMBUJOH MJRVJE� 5IF DMBTTJD FYQFSJNFOUBM EFNPOTUSB�
UJPO PG UIJT FGGFDU JT 1FMMBU�T IFJHIU�PG�SJTF FYQFSJNFOU <�m�>�
%JFMFDUSPQIPSFTJT�JOEVDFE CVML MJRVJE NPWFNFOU NJOJNJTFT
UIF FOFSHZ PG UIF TZTUFN XIFO UIF IJHI EJFMFDUSJD DPOTUBOU
MJRVJE SFQMBDFT UIF MPX EJFMFDUSJD DPOTUBOU BJS JO UIF SFHJPO
PG NBYJNVN FMFDUSJD àFME CFUXFFO UXP DBQBDJUPS QMBUFT UIBU
BSF BU B QPUFOUJBM EJGGFSFODF <�>� &MFDUSJDBM BDUVBUJPO PG MJRVJET
BOE ESPQMFUT WJB MJRVJE EJFMFDUSPQIPSFTJT IBT CFFO FYQMPJUFE JO
BQQMJDBUJPOT JODMVEJOH XBMM�MFTT NJDSPáVJEJD BOE ESPQMFU EJT�
QFOTJOH EFWJDFT <�> BOE JO PQUPáVJEJD EFWJDFT TVDI BT UVOFBCMF
MJRVJE MFOTFT TIVUUFST BOE CFBNTUFFSFST <�� ��>�

4VSGBDF�MPDBMJTFE EJFMFDUSPQIPSFUJD BDUVBUJPO PG MJRVJET IBT
CFFO BDIJFWFE WJB DP�QMBOBS BOE JOUFSEJHJUBUFE FMFDUSPEFT UIBU
BSF FNCFEEFE JOUP B TPMJE TVSGBDF� 5IF IJHIMZ OPO�VOJGPSN
FMFDUSJD àFMET QSPEVDFE CZ UIF FMFDUSPEF BSSBZ QFOFUSBUF B TIPSU
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EJTUBODF JOUP UIF MJRVJE BOE QPMBSJTF UIF NPMFDVMBS EJQPMFT JO
UIF MJRVJE BEKBDFOU UP UIF TVSGBDF� 5IF CBMBODF CFUXFFO UIF
JOUFSGBDJBM FOFSHJFT BOE UIF FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ JO UIF TZT�
UFN DPNQFMT UIF EJFMFDUSJD MJRVJE UP NPWF BDSPTT PS TQSFBE
EPXO POUP UIF TVSGBDF <� �� ��>� "QQMJDBUJPOT JODMVEF EJHJUBM
ESPQMFU NJDSPáVJEJDT <��> TXJUDIBCMF EJGGSBDUJWF CFBNTUFFS�
JOH <��> BOE MFOTFT XJUI WPMUBHF BEKVTUBCMF GPDBM MFOHUI <��>�
*O AEJFMFDUSPXFUUJOH� UIJT TVSGBDF�MPDBMJTFE EJFMFDUSPQIPSFTJT
FGGFDU IBT CFFO VTFE UP GPSDF BO FMFDUSJDBMMZ JOTVMBUJOH JTPUSPQJD
MJRVJE UP XFU EPXO POUP B OPSNBMMZ MJRVJE SFQFMMFOU TVSGBDF BOE
DSFBUF B GVMMZ TQSFBE MJRVJE àMN <��>� *U IBT CFFO TIPXO UIBU
UIF EJGGFSFODF CFUXFFO UIF DPTJOFT PG UIF RVBTJTUBUJD BOE UIF
[FSP�àFME DPOUBDU BOHMFT PG UIF MJRVJE θ (7P) BOE θ: 	WJFXFE
PSUIPHPOBM UP UIF TQSFBEJOH EJSFDUJPO
 JT EJSFDUMZ QSPQPSUJPOBM
UP UIF TRVBSF PG UIF WPMUBHF QPUFOUJBM EJGGFSFODF 7P BQQMJFE
CFUXFFO BEKBDFOU FMFDUSPEFT JO UIF JOUFSEJHJUBUFE BSSBZ <��>�
5IJT EJFMFDUSPXFUUJOH SFMBUJPOTIJQ IBT CFFO GPVOE UP IPME GPS B
SBOHF PG EJGGFSFOU JTPUSPQJD FMFDUSJDBMMZ JOTVMBUJOH MJRVJET CPUI
JO BJS BOE JNNFSTFE JO PUIFS JNNJTDJCMF MJRVJET <��>�

/FNBUJD MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBMT IBWF WFSZ BUUSBDUJWF QSPQ�
FSUJFT GPS PQUPáVJEJD EFWJDFT CBTFE PO EJFMFDUSPQIPSFUJD BDUV�
BUJPO CFDBVTF UIFTF NBUFSJBMT BSF NBOVGBDUVSFE XJUI IJHI QVS�
JUZ BOE MPX FMFDUSJDBM DPOEVDUJWJUZ GPS UIF EJTQMBZ JOEVTUSZ
BOE UIFZ BSF EFTJHOFE UP IBWF IJHI EJFMFDUSJD DPOTUBOUT BOE
TP UIFZ BSF IJHIMZ QPMBSJTBCMF <��>� &YBNQMFT PG TVDI EFWJDFT
VUJMJTJOH OFNBUJD MJRVJET JODMVEF B SFDPOàHVSBCMF MFOT XJUI B
DJSDVMBS JOUFSEJHJUBUFE FMFDUSPEF HFPNFUSZ <��> BOE B WPMUBHF�
FYQBOEBCMF MJRVJE DSZTUBM ESPQMFU PS àMN DPOUSPMMFE CZ BO JOUFS�
EJHJUBUFE FMFDUSPEF BSSBZ UP QSPWJEF B QSPHSBNNBCMF PQUJDBM
TIVUUFS PS DPMPVSFE àMUFS GVODUJPO <��m��>� *O UIFTF TZTUFNT
DPNNFSDJBM OFNBUJD MJRVJE DSZTUBMT XJUI QPTJUJWF EJFMFDUSJD
BOJTPUSPQZ XFSF VTFE GPS XIJDI UIF NBHOJUVEF PG UIF MBSHFTU
QFSNJUUJWJUZ NFBTVSFE QBSBMMFM UP UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS ε∥
XBT JO UIF SBOHF ����m���� JODMVEJOH UIF TQFDJàFE NBUFSJ�
BMT .%"���� ;-*���� BOE .-$���� GSPN .FSDL ,(B"
%BSNTUBEU (FSNBOZ� *O UIFTF BQQMJDBUJPOT UIFSF JT BO JOUFS�
GBDF CFUXFFO UIF OFNBUJD NBUFSJBM BOE BOPUIFS MFTT QPMBS�
JTBCMF JNNJTDJCMF MJRVJE� 5IF WPMUBHF BDUVBUJPO JT BDIJFWFE
CZ EJFMFDUSPQIPSFTJT JOEVDFE NPWFNFOU PG UIF DPOUBDU MJOF
CFUXFFO UIF UXP MJRVJET BDSPTT UIF TPMJE TVSGBDF XIJDI CSJOHT
NPSF PG UIF IJHIFS EJFMFDUSJD QFSNJUUJWJUZ OFNBUJD MJRVJE DSZT�
UBM NBUFSJBM JOUP UIF WJDJOJUZ PG UIF TUSPOHFTU FMFDUSJD àFMET QSP�
EVDFE CZ UIF FMFDUSPEFT� 8JUIJO UIF OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM UIBU
MJFT BCPWF UIF JOUFSEJHJUBUFE FMFDUSPEFT UIF OPO�VOJGPSN FMFD�
USJD àFMET DPVQMF UP UIF VOJBYJBM BOJTPUSPQJD QPMBSJTBCJMJUZ PG
UIF BEKBDFOU OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBM XIJDI QSPEVDFT
WPMUBHF�JOEVDFE SFPSJFOUBUJPO BOE TVSGBDF MPDBMJTFE EJTUPSUJPO
PG UIF O�EJSFDUPS àFME� *O GVMMZ DPOàOFE TZTUFNT UIF SFTVMUBOU
FMFDUSP�PQUJD TXJUDIJOH FGGFDU IBT CFFO TUVEJFE JO EFUBJM BOE
FYQMPJUFE GPS XJEF WJFXJOH BOHMF 7FSUJDBMMZ�"MJHOFE *O�1MBOF
4XJUDI 7"�*14 EJTQMBZT <��m��>�

*O UIJT SFQPSU XF QSFTFOU B EFUBJMFE JOWFTUJHBUJPO PG
UIF EJFMFDUSPXFUUJOH PG VODPOàOFE TFTTJMF OFNBUJD MJRVJE
DSZTUBM ESPQMFUT JO UIF BJS VTJOH TVSGBDF�MPDBMJTFE EJFMFD�
USPQIPSFTJT� *O TFDUJPO ��� XF QSPWJEF BO FYQFSJNFOUBM
EFNPOTUSBUJPO UIBU UXP EJGGFSFOU OFNBUJD NBUFSJBMT PCFZ UIF
(DPT [θ (7P)]− DPT [θ:]) = β7�

P EJFMFDUSPXFUUJOH SFMBUJPOTIJQ�

*O TFDUJPO ��� XF VTF 2�UFOTPS NPEFMMJOH UP FMVDJEBUF UIF DPO�
TFRVFODFT PG UIF O�EJSFDUPS SFPSJFOUBUJPO UIBU BMTP PDDVST EVF
UP UIF BDUJPO PG UIF IJHIMZ OPO�VOJGPSN FMFDUSJD àFMET QSPEVDFE
CZ UIF BDUVBUJOH FMFDUSPEFT� 'JOBMMZ JO TFDUJPO ��� XF DPO�
TFRVFOUMZ EFNPOTUSBUF UIF QPTTJCJMJUZ PG UBJMPSJOH UIF FYUFOU
PG EJFMFDUSPXFUUJOH OPU POMZ UISPVHI DPOUSPM PG UIF WPMUBHF
BNQMJUVEF CVU BMTP UISPVHI B OPWFM GSFRVFODZ EFQFOEFODF PG
UIF EJFMFDUSPXFUUJOH DPOTUBOU β JO B IJHIMZ EJTQFSTJWF OFNBUJD
MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBM�

�� &YQFSJNFOUBM NFUIPET

'JHVSF �	B
 TIPXT B TDIFNBUJD EJBHSBN PG B TFTTJMF OFNBUJD
MJRVJE DSZTUBM ESPQMFU SFTUJOH PO B TPMJE EFWJDF TVCTUSBUF� 5IF
TVCTUSBUF MJFT JO UIF Y�Z QMBOF BOE DBSSJFT BO JOUFSEJHJUBUFE
FMFDUSPEF NJDSP�TUSJQF BSSBZ BT TIPXO JO àHVSF �	C
 PWFS�
DPBUFE XJUI UIF BNPSQIPVT áVPSJOBUFE EJFMFDUSJD QPMZNFS
5FáPO "'� 5IF EFWJDF XBT GBCSJDBUFE GSPN B HMBTT TVCTUSBUF
DPBUFE XJUI USBOTQBSFOU DPOEVDUJOH FMFDUSPEFT 	*OEJVN 5JO
0YJEF �� ON UIJDLOFTT BOE ��� 0IN QFS TRVBSF SFTJTUJWJUZ
1SBF[JTJPOT (MBTT BOE 0QUJDL (NC) (FSNBOZ
� 8F VTFE
TUBOEBSE QIPUPMJUIPHSBQIJD BOE FUDIJOH UFDIOJRVFT UP QBUUFSO
UIF JOEJVN UJO PYJEF DPBUJOH UP QSPEVDF JOUFSEJHJUBUFE FMFD�
USPEFT BSSBOHFE JO B MJOFBS DP�QMBOBS NJDSP�TUSJQF BSSBZ DPW�
FSJOH B SFDUBOHVMBS BSFB -Y = �� NN × -Z = � NN XJUI UIF
TUSJQFT QBSBMMFM UP UIF Y�EJSFDUJPO� 5IF FMFDUSPEF MJOF XJEUIT BT
XFMM BT UIF HBQT CFUXFFO BEKBDFOU FMFDUSPEFT XFSF CPUI HJWFO
CZ X = �� µN� 5IF FMFDUSPEFT XFSF DBQQFE XJUI B QSPUFDU�
JWF QMBOBSJ[JOH EJFMFDUSJD MBZFS PG 46�� QIPUPSFTJTU 	.JDSP�
DIFN $PSQ� UIJDLOFTT � µN
� 5IF SFTVMUBOU TUSVDUVSF XBT
PWFS�DPBUFE XJUI UIF BNPSQIPVT áVPSJOBUFE DPQPMZNFS 5FáPO
"' 	QPMZ<���EJáVPSP����CJT	USJáVPSPNFUIZM
����EJPYPMF�
DP�UFUSBáVPSPFUIZMFOF> A15'& "' ����� EJPYPMF �� NPM�
$"4 �� �������� 4JHNB�"MESJDI�.FSDL ,(B" %BSNTUBEU
(FSNBOZ
� 5IF PWFS�DPBUJOH XBT EFQPTJUFE GSPN B TPMVUJPO
PG 5FáPO "' NBEF VQ JO JUT TPMWFOU 0DUBEFDBáVPSPEFDBIZ�
ESPOBQIUIBMFOF 	$"4 OVNCFST �� �������� BOE ��������
4JHNB�"MESJDI�.FSDL,(B" %BSNTUBEU (FSNBOZ
 BU �����
CZ XFJHIU� 5IJT TPMVUJPO XBT EJQ�DPBUFE POUP UIF TVCTUSBUF
XIJDI XBT UIFO ESJFE BU SPPN UFNQFSBUVSF GPS � NJO BOE
CBLFE BU �� ◦$ GPS �� NJO�

5IF OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBMT &� BOE.-$���� VTFE
JO PVS TUVEZ BSF CPUI XFMM�DIBSBDUFSJTFE NBUFSJBMT GPS XIJDI
BMM UISFF FMBTUJD DPOTUBOUT BSF BWBJMBCMF� &� JT B FVUFDUJD NJY�
UVSF DPOTJTUJOH PG GPVS DZBOP TVCTUJUVUFE QPMZQIFOZM DPNQPO�
FOUT <�� ��>� 5IF FMBTUJD DPOTUBOUT PG &� BSF ,� = ���� Q/
,� = ��� Q/ BOE ,� = ���� Q/ <�� ��>� 5IF QFSNJUUJWJU�
JFT QBSBMMFM BOE UIF QFSQFOEJDVMBS UP UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS
GPS &� BSF ε∥ = ����� BOEε⊥ = ���� SFTQFDUJWFMZ XJUI
∆ε= ε∥ − ε⊥ = ����� BOE UIFTF WBMVFT EP OPU WBSZ TJHOJ�
àDBOUMZ XJUI "�$� FYDJUBUJPO WPMUBHF GSFRVFODZ PWFS UIF � L)[
UP ��� L)[ SBOHF <�� ��>� .-$���� 	.FSDL ,(B" %BSN�
TUBEU (FSNBOZ
 JT B IJHIMZ EJTQFSTJWF OFNBUJD NBUFSJBM BMTP
LOPXO BT B AEVBM�GSFRVFODZ� PS A� G � NBUFSJBM JO XIJDI UIFSF
JT B MPX�GSFRVFODZ SFMBYBUJPO PG UIF NBHOJUVEF PG UIF QFSNJU�
UJWJUZ NFBTVSFE QBSBMMFM UP UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS ε∥ <�� ��>�

�
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'JHVSF �� 4DIFNBUJD EJBHSBNT PG B OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM ESPQMFU XJUI FRVJMJCSJVN DPOUBDU BOHMF θ: BOE CBTF SBEJVT S: SFTUJOH PO B TPMJE
TVCTUSBUF JO UIF Y�Z QMBOF PO XIJDI UIFSF XBT BO JOUFSEJHJUBUFE FMFDUSPEF NJDSP�TUSJQF BSSBZ PWFSDPBUFE XJUI 5FáPO "'� " TJEF WJFX GSPN
BMPOH UIF Z�EJSFDUJPO BOE B UPQ WJFX GSPN BMPOH UIF [�EJSFDUJPO BSF TIPXO JO 	B
 BOE 	C
 SFTQFDUJWFMZ� 	D
 TIPXT B Z�[ DSPTT�TFDUJPO UISPVHI
UIF ESPQMFU FMFDUSPEFT BOE TVCTUSBUF XJUIJO XIJDI 	E
 TIPXT BO FYQBOEFE WJFX PG BO �� µN × �� µN SFHJPO XJUIJO UIF ESPQMFU XIFO
7P ̸= �� *O 	E
 UIF TPMJE MJOFT EFQJDU FMFDUSJD àFMET BOE UIF PQFO FMMJQTFT EFQJDU UIF MPDBM PSJFOUBUJPO PG UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS GPS B QPTJUJWF
EJFMFDUSJD BOJTPUSPQZ NBUFSJBM�

5IF SFMBYBUJPO JT PG TVGàDJFOU NBHOJUVEF UIBU UIF EJFMFDUSJD
BOJTPUSPQZ DIBOHFT TJHO JO UIF L)[ GSFRVFODZ SBOHF BOE UIF
SFTVMUBOU GSFRVFODZ EFQFOEFOU TXJUDIJOH DBQBCJMJUZ IBT CFFO
FYQMPJUFE JO GVMMZ DPOàOFE HFPNFUSJFT JODMVEJOH EJTQMBZT BOE
PQUPáVJEJD EFWJDFT <�� ��>� )FODF UIF NBUFSJBM .-$����
XBT DIPTFO GPS UIF QSFTFOU TUVEZ CFDBVTF PG JUT QSFWJPVT VTF
JO FMFDUSJDBMMZ UVOFBCMF MFOTFT BQQMJDBUJPOT <��> BOE CFDBVTF
UIF NBUFSJBM�T MPX GSFRVFODZ SFMBYBUJPO QFSNJUT PVS TUVEZ PG
EJFMFDUSPXFUUJOH JO BO FYQFSJNFOUBMMZ BDDFTTJCMF GSFRVFODZ
SBOHF PG � L)[ UP �� L)[� 5IJT GSFRVFODZ SBOHF BWPJET MPX
GSFRVFODZ JPOJD GSFF DIBSHF TIJFMEJOH FGGFDUT BOE BMTP BWPJET
IJHI GSFRVFODZ WPMUBHF TJHOBM MPTTFT EVF UP UIF àOJUF DPO�
EVDUJWJUZ PG UIF JOEJVN UJO PYJEF FMFDUSPEFT� 5IF FMBTUJD DPO�
TUBOUT PG .-$���� XIJDI BSF OPU GSFRVFODZ EFQFOEFOU BSF
,� = ���� Q/ ,� = ���� Q/ BOE ,� = ���� Q/ <�� ��>�

8F NFBTVSFE UIF EJFMFDUSJD QFSNJUUJWJUJFT ε∥ BOE ε⊥ GPS
.-$���� VTJOH BO "HJMFOU ����" -$3 NFUFS XJUI BO "�$�
FYDJUBUJPO WPMUBHF PG ��� 73�.�4� PWFS B SBOHF PG GSFRVFODJFT
G GSPN � L)[ UP �� L)[� 5IF NFBTVSFNFOU XBT QFSGPSNFE
XJUI UIF NBUFSJBM DPOUBJOFE JO DPNNFSDJBM DBQBDJUBODF UFTU
DFMMT UIBU DPOTJTUFE PG B DPOUJOVPVT FMFDUSPEF PO POF QMBUF
PQQPTFE CZ B DJSDVMBS FMFDUSPEF XJUI B HVBSEJOH SJOH PO UIF
PUIFS DPOàOJOH QMBUF XJUI FJUIFS IPNFPUSPQJD 	GPS ε∥
 PS MPX
QSF�UJMU QMBOBS 	GPS ε⊥
 TVSGBDF BMJHONFOU� 'PS .-$���� XF
GPVOE BU GSFRVFODZ G = � L)[ UIBU ε∥ = ����� ε⊥ = ����
BOE∆ε= ε∥ − ε⊥ = ���� XIJMTU BU GSFRVFODZ G = �� L)[ XF
GPVOE UIBU ε∥ = ���� ε⊥ = ���� BOE∆ε= ε∥ − ε⊥ =−�����
)FODF BU � L)[ .-$���� JT B OFNBUJD NBUFSJBM UIBU FYIJCJUT B
QPTJUJWF EJFMFDUSJD BOJTPUSPQZ ∆ε> � BOE TP BT XJUI &� BO
FMFDUSJD àFME BU UIJT GSFRVFODZ XJMM FYFSU B UPSRVF UIBU BDUT UP
BMJHO UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS UP CF QBSBMMFM UP UIF MPDBM FMFDUSJD
àFME EJSFDUJPO� )PXFWFS BU �� L)[ .-$���� FYIJCJUT B OFH�
BUJWF EJFMFDUSJD BOJTPUSPQZ ∆ε< � BOE TP BO FMFDUSJD àFME BU

UIJT GSFRVFODZ XJMM FYFSU B UPSRVF UIBU BDUT UP BMJHO UIF OFNBUJD
O�EJSFDUPS UP CF PSUIPHPOBM UP UIF MPDBM FMFDUSJD àFME EJSFDUJPO�

5IF TVSGBDF UFOTJPO γ-7 GPS UIF OFNBUJD NBUFSJBMT &� BOE
.-$���� XFSF NFBTVSFE VTJOH B QFOEBOU ESPQ NFUIPE� 5IF
EFOTJUZ ρ PG FBDI NBUFSJBM XBT NFBTVSFE GSPN UIF DPOUBDU
BOHMF BOE IFODF WPMVNF PG B TQIFSJDBM DBQ�TIBQFE TFTTJMF
ESPQMFU PG UIF NBUFSJBM EJTQFOTFE POUP B 5FáPO "' USFBUFE
HMBTT TVCTUSBUF XIJDI XBT SFTUJOH PO B TFOTJUJWF NBTT CBMBODF�
8F NFBTVSFE UIF WBMVFT γ-7 = 	���� ± ���
 × ��−� / N−�

BOE ρ- = ���� ± �� LH N−� GPS &� BOE UIF WBMVFT
γ-7= 	����± ���
× ��−� /N−� BOE ρ-= ����± �� LHN−�

GPS .-$�����
5P QFSGPSN PVS WPMUBHF�GPSDFE XFUUJOH TUVEJFT B ESPQMFU

PG UIF OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBM XBT EJTQFOTFE POUP UIF
DFOUSF PG UIF FMFDUSPEF BSFB PG UIF EFWJDF TVCTUSBUF VTJOH B
(JMTFO 	���m� µM
 QJQFUUF� 5IF FMFDUSJDBM BEESFTTJOH PG UIF
JOUFSEJHJUBUFE FMFDUSPEFT XBT QFSGPSNFE VTJOH B 5("����
BSCJUSBSZ XBWFGPSN HFOFSBUPS 	5IVSMCZ 5IBOEFS *OTUSVNFOUT
-UE� $BNCSJEHF 6,
 DPOOFDUFE UISPVHI B 1;%��� BNQMJ�
àFS 	5SFL *OD� .FEJOF /FX :PSL 64"
� " TJOVTPJEBM "�$�
WPMUBHF XJUI 3�.�4� BNQMJUVEF 7P BT TIPXO JO UIF TDIFNBUJD
EJBHSBN JO àHVSF �	C
 XBT BQQMJFE UP BMUFSOBUF àOHFST PG UIF
JOUFSEJHJUBUFE NJDSP�TUSJQF FMFDUSPEF BSSBZ XJUI UIF JOUFSQPTFE
FMFDUSPEF àOHFST IFME BU FBSUI QPUFOUJBM� 'JHVSF �	D
 TIPXT B
Z�[ DSPTT�TFDUJPO UISPVHI UIF OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM ESPQMFU
FMFDUSPEFT BOE TVCTUSBUF XJUIJO XIJDI àHVSF �	E
 TIPXT BO
FYQBOEFE WJFX PG BO ��µN× ��µN SFHJPOXJUIJO UIF ESPQMFU�
8IFO UIF WPMUBHF JT BQQMJFE UIJT QSPEVDFT GSJOHJOH FMFDUSJD
àFMET UIBU QFOFUSBUF JOUP UIF VOEFSTJEF PG UIF ESPQMFU BT EFQJD�
UFE CZ UIF TPMJE MJOFT JO àHVSF �	E
� 5IF OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM
O�EJSFDUPS PSJFOUBUJPO àFME EFQJDUFE CZ UIF PQFO FMMJQTFT JO
àHVSF �	E
 JT EJTUPSUFE BXBZ GSPN VOJGPSN WFSUJDBM BMJHONFOU
CZ UIF BDUJPO PG UIFTF OPO�VOJGPSN FMFDUSJD àFMET DPVQMJOH UP

�
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'JHVSF �� .JDSPTDPQF JNBHFT PG OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM ESPQMFUT SFTUJOH PO UIF EFWJDF TVCTUSBUF XJUI UIF HFPNFUSZ BT EFàOFE FBSMJFS JO UIF
TDIFNBUJD EJBHSBN JO àHVSF �� 5IF OFNBUJD NBUFSJBM XBT &� JO QBOFM 	B
 BOE .-$���� JO CPUI UIF QBOFMT 	C
 BOE 	D
� 4JEF BOE UPQ WJFXT PG
FBDI PG UIF ESPQMFUT BSF TIPXO XJUI EJGGFSFOU TJOFXBWF WPMUBHF 3�.�4� BNQMJUVEFT BQQMJFE UP UIF FMFDUSPEFT XJUI BO "�$� GSFRVFODZ
G= � L)[ JO CPUI 	B
 BOE 	C
 BOE XJUI G= �� L)[ JO 	D
�

UIF VOJBYJBM BOJTPUSPQJD QPMBSJTBCJMJUZ PG UIF BEKBDFOU OFNBUJD
MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBM�

�� 3FTVMUT

���� 7PMUBHF�GPSDFE TQSFBEJOH PG OFNBUJD ESPQMFUT

'JHVSF � TIPXT NJDSPTDPQF JNBHFT PG UIF OFNBUJD MJRVJE
TFTTJMF DSZTUBM ESPQMFUT VTFE JO PVS TUVEZ� 4OBQTIPU QJDUVSFT PG
UIF TUBUJD ESPQMFUT XFSF UBLFO TJNVMUBOFPVTMZ VTJOH UXP DBN�
FSBT QSPWJEJOH B TJEF�WJFX GSPN BMPOH UIF Z�EJSFDUJPO BOE
BMTP B UPQ WJFX GSPN BMPOH UIF [�EJSFDUJPO� *NBHFT PG UIF
ESPQMFUT XFSF DBQUVSFE VTJOH %$$����.�(- DBNFSBT 	5IPS�
MBCT
 àUUFE XJUI B �× PCKFDUJWF MFOT BOE MFOT UVCF� 5IF UPQ
SPX PG àHVSF � TIPXT QJDUVSFT PG UIF ESPQMFUT XJUI OP WPMUBHF
BQQMJFE UP UIF FMFDUSPEFT VOEFS UIF MJRVJE XIFO BMM PG UIF FMFD�
USPEFT JO UIF TUSJQF BSSBZXFSF IFME BU [FSP QPUFOUJBM� 5IF 5FáPO
"' TVSGBDF DPBUJOH PO UIF TVCTUSBUFT QSPWJEFT B MJRVJE SFQFM�
MFOU TVSGBDF BOE B IJHI FRVJMJCSJVN DPOUBDU BOHMF θ: XJUI OP
WPMUBHF BQQMJFE BT EFàOFE JO àHVSF �	B
� 5IF TFTTJMF ESPQMFU
PG &� àHVSF �	B
 IBE B TVCTUSBUF DPOUBDU EJBNFUFS BT EFàOFE
JO àHVSF �	B
 PG �S: = ���� ± ���� NN 	&�
 B WPMVNF
PG ����� ± ����� µM BOE BO FRVJMJCSJVN DPOUBDU BOHMF PG
θ: = ��◦ ± �◦� 5IF TFTTJMF ESPQMFU PG .-$���� TIPXO JO UIF
UPQ SPX CPUI JO àHVSF �	C
 BOE JO àHVSF �	D
 IBE B DPOUBDU EJB�
NFUFS PG �S: = ����± ����NN B WPMVNF PG �����± ����� µM
BOE BO FRVJMJCSJVN DPOUBDU BOHMF PG θ: = ��◦ ± �◦�

"T XFMM BT QSPWJEJOH B MJRVJE SFQFMMFOU TVSGBDF UIF 5FáPO
"' MBZFS BMTP JNQBSUFE IPNFPUSPQJD 	J�F� WFSUJDBM
 OFNBUJD TVS�
GBDF BMJHONFOU GPS CPUI &� BOE .-$���� DPSSFTQPOEJOH UP
UIF QFSQFOEJDVMBS BMJHONFOU PG UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS BU UIF
TVCTUSBUF <��>� 5IJT BMJHONFOU XBT TFQBSBUFMZ DPOàSNFE CZ

QPMBSJTJOH PQUJDBM NJDSPTDPQZ FYBNJOBUJPO PG UIF PQUJDBM UFY�
UVSFT PG &� BOE .-$���� CFUXFFO 5FáPO "' DPBUFE HMBTT
DPWFSTMJQT� 5IF O�EJSFDUPS BMJHONFOU PSJFOUBUJPOT BU UIF &��
BJS BOE .-$�����BJS TVSGBDFT XFSF BMTP GPVOE UP CF IPNFP�
USPQJD XIJDI XBT DPOàSNFE CZ TFQBSBUF QPMBSJTJOH PQUJDBM
NJDSPTDPQZ FYBNJOBUJPO PG UIJO GSFF�TUBOEJOH MBZFST PG FBDI
PG UIFTF OFNBUJD NBUFSJBMT TVTQFOEFE JO BJS UIBU XFSF GPSNFE
CZ TUSFUDIJOH B àMN PG UIF MJRVJE BDSPTT B IPMF JO B QJFDF PG
.ZMBS 	QPMZFUIZMFOF UFSFQIUIBMBUF
 TIFFU�

5IF FRVJMJCSJVN DPOUBDU BOHMF θ: PG BO JTPUSPQJD TFTTJMF
MJRVJE ESPQMFU JT EFUFSNJOFE CZ UISFF JOUFSGBDJBM FOFSHJFT γ-7
BU UIF MJRVJE�WBQPVS JOUFSGBDF 	XIJDI JT SFGFSSFE UP BT UIF TVS�
GBDF UFOTJPO
 γ47 BU UIF TPMJE�WBQPVS JOUFSGBDF BOE γ4- BU
UIF TPMJE�MJRVJE JOUFSGBDF BDDPSEJOH UP :PVOH�T MBX DPT [θ:] =
(γ47 − γ4-)/γ-7 <��>� 'PS HFOFSBM UIFSNPUSPQJD DBMBNJUJD
OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBMT UIF BOJTPUSPQZ JO UIF TVSGBDF
UFOTJPO UIBU JT BTTPDJBUFE XJUI EJGGFSFOU O�EJSFDUPS BMJHONFOU
EJSFDUJPOT BU UIF GSFF TVSGBDF ∆γ-7 = γ-7∥ − γ-7⊥ IBT CFFO
SFQPSUFE BT CFJOH TFWFSBM PSEFST PG NBHOJUVEF MPXFS UIBO γ-7
<��>� 'VSUIFSNPSF UIF FMBTUJD BOE TVSGBDF BODIPSJOH GPSDFT BSF
OPU TJHOJàDBOU JO EFUFSNJOJOH UIF FRVJMJCSJVN DPOUBDU BOHMF
CFDBVTF UIFZ BSF NBOZ PSEFST PG NBHOJUVEF MPXFS UIBO TVS�
GBDF UFOTJPO GPSDFT GPS B NJMMJNFUSF TDBMF TFTTJMF OFNBUJD
ESPQMFU� 0VS FYQFSJNFOUT XFSF QFSGPSNFE BU B UFNQFSBUVSF PG
�� ± � ◦$ XIJDI JT EFFQ JOUP UIF OFNBUJD QIBTF BOE XFMM
CFMPX UIF OFNBUJD�JTPUSPQJD QIBTF USBOTJUJPO UFNQFSBUVSFT PG
&� 	5/* = �� ◦$
 BOE.-$���� 	5/* = ��� ◦$
XIFSF TVSGBDF
UFOTJPO EJTDPOUJOVJUJFT XPVME CF PCTFSWFE� )FODF :PVOH�T
MBX XJMM CF BQQMJFE IFSF UP UIF PCTFSWFE FRVJMJCSJVN DPO�
UBDU BOHMFT PG OFNBUJD NBUFSJBMT <�� ��>� 8IFO àSTU EFQPT�
JUFE UIF OFNBUJD ESPQMFUT BEPQUFE B TQIFSJDBM DBQ TIBQF BT
FYQFDUFE TJODF UIF DBQJMMBSZ MFOHUI -D =

√
γ-7/ [(ρ-− ρBJS)H]

�
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XIFSF H= �.�� NT−� XBT -D = �.��± �.�� NN GPS &�
BOE -D = �.��± �.�� NN GPS .-$����� 4JODF UIF TJ[F PG
PVS ESPQMFUT XFSF CFMPX -D OP HSBWJUBUJPOBM EJTUPSUJPO XBT
PCTFSWFE PO UIF FRVJMJCSJVN ESPQMFU TIBQF <��>� 5IF DPOUBDU
BOHMFT θ: PG UIF ESPQMFUT EJE OPU WBSZ BT B GVODUJPO PG B[JNVUIBM
BOHMF BCPVU UIFJS WFSUJDBM BYJT JO UIF [�EJSFDUJPO BOEXFSF GPVOE
UP CF UIF TBNF XIFUIFS UIF ESPQMFU XBT WJFXFE GSPN BMPOH UIF
Y�EJSFDUJPO PS GSPN BMPOH UIF Z�EJSFDUJPO UP XJUIJO UIF ± �◦

BDDVSBDZ PG UIF NFBTVSFNFOU�
8IFO XF BQQMJFE BO "�$� WPMUBHF 7P PG TVGàDJFOUMZ IJHI

WBMVF UP UIF FMFDUSPEF BSSBZ VOEFSOFBUI UIF TFTTJMF OFNBUJD
ESPQMFUT UIJT QSPEVDFE WPMUBHF�GPSDFE XFUUJOH XJUI TQSFBE�
JOH PG UIF ESPQMFUT QSFEPNJOBOUMZ QBSBMMFM UP UIF FMFDUSPEF
NJDSP�TUSJQFT JO UIF Y�EJSFDUJPO� 1BOFM 	B
 JO àHVSF � TIPXT
UIF FGGFDU PG BQQMZJOH UIJT TQBUJBMMZ QFSJPEJD QPUFOUJBM UP UIF
VOEFSTJEF PG UIF TFTTJMF ESPQMFU PG &�� %JGGFSFOU WPMUBHF WBM�
VFT PG GSFRVFODZ � L)[ XFSF RVBTJ�TUBUJDBMMZ BQQMJFE BOE UIF
ESPQMFU XBT BMMPXFE TVGàDJFOU UJNF UP SFBDI FRVJMJCSJVN TIBQF
BGUFS FBDI DIBOHF JO UIF WBMVF PG UIF WPMUBHF� 8F EFàOF UIF
WPMUBHF EFQFOEFOU DPOUBDU BOHMF θ (7P) TIPXO JO àHVSF �	B

BT UIF JOOFS BOHMF CFUXFFO UIF UBOHFOU UP UIF ESPQMFU FEHF
DMPTF UP UIF DPOUBDU MJOF BOE UIF IPSJ[POUBM TVCTUSBUF WJFXFE
GSPN UIF Z�EJSFDUJPO� 5IF TJEF WJFX TIPXT IPX UIF DPOUBDU
BOHMF EFDSFBTFT BOE BEPQUT B MPXFS WBMVF UIBU EFQFOET PO
UIF WPMUBHF θ (7P)< θ: XJUI B DPNNFOTVSBUF JODSFBTF JO
UIF CBTF XJEUI PG UIF ESPQMFU JO UIF Y�EJSFDUJPO� 5IF XJEUI
PG UIF ESPQMFU JO UIF Z�EJSFDUJPO EPFT OPU DIBOHF TJHOJàD�
BOUMZ BT UIF WPMUBHF JT BQQMJFE� )FODF UIF EFHSFF PG XFUUJOH
PG UIF OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM &� DBO CF DPOUSPMMFE CZ UIF NBH�
OJUVEF PG UIF WPMUBHF GSPN CFJOH B TFTTJMF ESPQMFU XJUI B IJHI
DPOUBDU BOHMF UPXBSET B TQSFBE àMN TUBUF BU IJHI WPMUBHFT�
"T EJTDVTTFE JO TFDUJPO � UIJT QIFOPNFOPO IBT QSFWJPVTMZ
CFFO FYQMPJUFE GPS PQUJDBM EJTQMBZ BOE TIVUUFS EFWJDFT CBTFE
PO WPMUBHF�GPSDFE XFUUJOH PG EZFE OFNBUJD MJRVJE DSZTUBMT
<��m��>�8F IBWF GVSUIFS EFNPOTUSBUFE JO àHVSFT �	C
 BOE 	D

UIBU B TUSPOHMZ GSFRVFODZ�EFQFOEFOU WPMUBHF�GPSDFE XFUUJOH
FGGFDU PDDVST GPS UIF ESPQMFU PG UIF IJHIMZ EJTQFSTJWF OFNBUJD
MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBM .-$����� 4JEF BOE UPQ WJFX JNBHFT PG
UIF TIBQF PG UIF ESPQMFU BU EJGGFSFOU WPMUBHF WBMVFT BSF TIPXO JO
àHVSF �	C
 GPS B � L)[ XBWFGPSN BOE àHVSF �	D
 GPS B �� L)[
XBWFGPSN� $PNQBSJOH UIF JNBHFT GPS 7P = ��� 7 BDSPTT UIF
QBOFMT 	B
m	D
 JU JT DMFBS UIBU &� TQSFBET UIFNPTU BU UIJT WPMUBHF
WBMVF BDDPNQBOJFE CZ B TJHOJàDBOU JODSFBTF JO ESPQMFU DPOUBDU
XJEUI .-$���� BU � L)[ TQSFBET UP B MFTTFS FYUFOU BOE UIF
MPXFTU EFHSFF PG TQSFBEJOH JT FYIJCJUFE CZ .-$���� VOEFS
UIF BDUJPO PG B �� L)[ WPMUBHF�

*O àHVSF � UIF WPMUBHF EFQFOEFOU DPOUBDU BOHMF WBMVFT
θ (7P) GPS UIF OFNBUJD ESPQMFUT UIBU XFSF EFQJDUFE JO àHVSF �
BSF QMPUUFE BT B GVODUJPO PG UIF BQQMJFE "�$� WPMUBHF PG BNQ�
MJUVEF 7P BOE GSFRVFODZ G� 5IF EBUB GPS UIF OFNBUJD MJRVJE DSZT�
UBM NBUFSJBM &� 	 G = � L)[
 BSF TIPXO CZ UIF àMMFE DJSDMFT
BOE UIF EBUB GPS UIF NBUFSJBM .-$���� BSF TIPXO CZ UIF PQFO
DJSDMFT GPS G = � L)[ BOE CZ UIF PQFO EJBNPOET G = �� L)[�
5IF &� BOE UIF .-$���� ESPQMFUT IBWF TJNJMBS [FSP�WPMUBHF
DPOUBDU BOHMF WBMVFT JO UIF SBOHF ��◦m��◦� 5IF PWFSBMM TIBQFT
PG UIF θ (7P) WFSTVT 7P DVSWFT JO àHVSF �	B
 JO BMM DBTFT TIPX
B NPOPUPOJD EFDSFBTF 	HJWFO BO FYQFSJNFOUBM TDBUUFS PG ±�◦


'JHVSF �� 	B
 1MPU PG UIF DPOUBDU BOHMF θ (7P) PG UIF OFNBUJD MJRVJE
DSZTUBM ESPQMFUT TIPXO JO àHVSF � BT B GVODUJPO PG UIF 3�.�4� WBMVF
PG UIF "�$� WPMUBHF 7P UIBU XBT BQQMJFE UP UIF FMFDUSPEF BSSBZ
VOEFSOFBUI FBDI ESPQMFU� 5IF àMMFE DJSDMFT TIPX EBUB GPS B TFTTJMF
ESPQMFU PG OFNBUJD NBUFSJBM &� TVCKFDUFE UP B WPMUBHF PG GSFRVFODZ
� L)[ UIF PQFO TZNCPMT TIPX EBUB GPS B TFTTJMF ESPQMFU PG OFNBUJD
NBUFSJBM .-$���� TVCKFDUFE UP B WPMUBHF PG GSFRVFODZ PG FJUIFS
� L)[ 	PQFO DJSDMFT
 PS �� L)[ 	PQFO EJBNPOET
� *O àHVSF 	C
 UIF
TBNF EBUB BSF SF�QMPUUFE JO B QMPU PG UIF DPTJOF PG θ (7P) WFSTVT UIF
TRVBSF PG UIF WPMUBHF 7�

P� *O CPUI àHVSFT UIF TPMJE MJOFT TIPX àUT UP
FRVBUJPO 	�
 BU UIF IJHIFS WPMUBHFT�

JO UIF DPOUBDU BOHMF BT B GVODUJPO PG UIF BQQMJFE WPMUBHF XJUI
WFSZ TIBMMPX OFHBUJWF TMPQFT BU MPX WPMUBHFT GPMMPXFE CZ UIF
OFHBUJWF TMPQFT PG UIF DVSWFT CFDPNJOH TJHOJàDBOUMZ TUFFQFS
POMZ BU IJHIFS WPMUBHFT� 5IFSF BSF TJHOJàDBOU EJGGFSFODFT JO UIF
FYUFOU PG UIF WPMUBHF�GPSDFE XFUUJOH GPS UIF EJGGFSFOU NBUFSJ�
BMT BOE GSFRVFODJFT TUVEJFE� 'PS FYBNQMF GPS &� B WPMUBHF PG
��� 7 	� L)[
 SFEVDFT UIF DPOUBDU BOHMF UP ����◦ XIJMTU GPS
.-$���� BU � L)[ B IJHIFS WPMUBHF PG ��� 7 SFEVDFT UIF DPO�
UBDU BOHMF UP ����◦ BOE GPS .-$���� BU �� L)[ B TUJMM IJHIFS
WPMUBHF PG ��� 7 JT OFFEFE UP SFEVDF UIF DPOUBDU BOHMF EPXO
UP B TJNJMBS MFWFM PG ����◦�

'PS BO JTPUSPQJD MJRVJE XJUI TJOHMF JTPUSPQJD EJFMFDUSJD
QFSNJUUJWJUZ ε- BOE TVSGBDF UFOTJPO γ UIBU TQSFBET WJB
WPMUBHF�GPSDFE EJFMFDUSPXFUUJOH POUP BO JOUFSEJHJUBUFE FMFD�
USPEF BSSBZ XJUI NJDSP�TUSJQFT 	BOE HBQT
 PG TJ[F X UIF
WPMUBHF EFQFOEFOU DPOUBDU BOHMF θ (7P) JT HPWFSOFE <��> CZ UIF
FRVBUJPO

�
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DPT [θ (7P)] = DPT [θ:] +
πεP (ε- − �)

��γX
7�
P

= DPT [θ:] +β7�
P. 	�


5IF TFDPOE UFSN JO FRVBUJPO 	�
 JT BO FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ
QFS VOJU DPOUBDU BSFB PG UIF ESPQMFU EJWJEFE CZ UIF ESPQMFU
TVSGBDF UFOTJPO� 5IF EJFMFDUSPXFUUJOH DPFGàDJFOU β EJSFDUMZ
EFUFSNJOFT UIF NBHOJUVEF PG UIF WPMUBHF�GPSDFE TQSFBEJOH
FGGFDU� 5IF GBDUPS PG (ε- − �) JO β SFTVMUT GSPN UIF ESPQMFU
PDDVQZJOH BO BSFB PO UIF TVSGBDF UIBU XPVME PUIFSXJTF CF JO
UIF BJS XIFSF UIF BJS IBT B EJFMFDUSJD DPOTUBOU DMPTF UP VOJUZ�
&RVBUJPO 	�
 XBT EFSJWFE CZ NPEFMMJOH UIF QPUFOUJBM QSPEVDFE
CZ UIF FMFDUSPEF BSSBZ PO UIF VOEFSTJEF PG UIF MJRVJE ESPQMFU
VTJOH B TJOVTPJEBM TQBUJBM EFQFOEFODF JO UIF Z�EJSFDUJPO BOE BO
FYQPOFOUJBM EFDBZ JOUP UIF ESPQMFU JO UIF [�EJSFDUJPO 7(Z,[) =
�
�7P DPT(

�
�πZ/X)F

− �
�π[/X XIJMTU UIF UIJDLOFTT I(Z) PG UIF

MJRVJE ESPQMFU GVMàMT UIF DSJUFSJPO F−πI(Z)/X ≪ �� 5IF WPMUBHF
EFQFOEFOU DPOUBDU BOHMF θ (7P) QSFEJDUFE CZ FRVBUJPO 	�
 JT
JOEFQFOEFOU PG UIF WPMVNF PG UIF MJRVJE DPOUBJOFE XJUIJO UIF
ESPQMFU QSPWJEFE UIBU UIF WPMUBHF GPSDFE TQSFBEJOH PDDVST
XJUI OFHMJHJCMF DIBOHF JO UIF XJEUI PG UIF ESPQMFU JO UIF
Z�EJSFDUJPO XIJDI XBT TIPXO UP CF UIF DBTF GPS PVS TZTUFN
JO àHVSF �� *O SFBMJUZ UIF TQBUJBM QPUFOUJBM WBSJBUJPO QSPEVDFE
CZ DP�QMBOBS JOUFSEJHJUBUFE FMFDUSPEFT JT B DPOTJEFSBCMZ NPSF
DPNQMFY GVODUJPO PG UIF HFPNFUSJD BOE NBUFSJBM QBSBNFUFST PG
UIF TZTUFN <�� ��> BOE UIF ESPQMFU TIBQF FWPMWFT GSPN CFJOH
B TQIFSJDBM DBQ BU [FSP WPMUBHF UPXBSET UIF JEFBMJTFE MJRVJE
TUSJQF QSPàMF BTTVNFE JO UIF EFSJWBUJPO PG FRVBUJPO 	�
 POMZ
BU IJHIFS WPMUBHFT� &WFO XJUI UIF BQQSPYJNBUJPOT EFTDSJCFE
BCPWF FRVBUJPO 	�
 IBT QSFWJPVTMZ CFFO GPVOE UP CF JO HPPE
BHSFFNFOU XJUI SFTVMUT GPS UIF WPMUBHF�GPSDFE EJFMFDUSPXFUUJOH
PG B SBOHF PG EJGGFSFOU WPMVNFT PG JTPUSPQJD EJFMFDUSJD MJRVJET
JO BJS BOE GPS UIF DPOUBDU BOHMF PG EJGGFSFOU TJ[FE CVCCMFT PG
BJS JO JTPUSPQJD EJFMFDUSJD MJRVJET <�� ��>�

8F àOE IFSF B SFHJNF PG WPMUBHFT XIFSF FRVBUJPO 	�
 DBO
BMTP QSPWJEF BO FYDFMMFOU EFTDSJQUJPO PG UIF GVODUJPOBM EFQFOE�
FODF PG UIF DPOUBDU BOHMF GPS UIF WPMUBHF�GPSDFE EJFMFDUSPXFU�
UJOH PG BOJTPUSPQJD OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBMT� 5IF EBUB PG
àHVSF �	B
 JT SFQMPUUFE JO àHVSF �	C
 PO B HSBQI PG UIF DPTJOF
PG UIF DPOUBDU BOHMF θ (7P) WFSTVT UIF TRVBSF PG UIF WPMUBHF
7�
P� *O CPUI àHVSFT �	B
 BOE 	C
 UIFSF JT B DMFBS WPMUBHF EFMBZFE

EJFMFDUSPXFUUJOH FGGFDU JO XIJDI UIF BHSFFNFOU XJUI FRVBUJPO
	�
 UP FBDI EBUB TFU 	TPMJE MJOFT
 PDDVST POMZ GPS WPMUBHFT XIFSF
|θ (7P)− θ:| FYDFFET �◦m�◦ XIJDI JT BCPWF 7P � �� 7 GPS
&� BCPWF 7P � ��� 7 GPS .-$���� BU � L)[ BOE BCPWF
7P � ��� 7 GPS .-$���� BU �� L)[� 5IF WBMVFT PG UIF DPFG�
àDJFOUT DPT [θ:] BOE β UIBU XFSF PCUBJOFE GSPN UIFTF IJHIFS
WPMUBHF àUT BSF HJWFO JO UBCMF �� 8F OPUF UIBU FWFO GPS JTP�
USPQJD MJRVJET BU UIF MPXFTU WPMUBHFT UIFSF JT PGUFO B SFHJPO PG
áBU PS OFHMJHJCMF HSBEJFOU JO UIF θ (7P) WFSTVT 7P DVSWFT XIJDI
IBT CFFO BUUSJCVUFE UP DPOUBDU MJOF QJOOJOH BOE IZTUFSFTJT
<�� ��>�

8F OPUF UIBU UIJT NFBTVSFE WBMVF PG UIF HSBEJFOU β JT
IJHIFTU GPS &� XIJDI IBT B NBYJNVN QPTTJCMF QFSNJUUJWJUZ PG
ε-NBY = ε∥ = ����� TNBMMFS GPS.-$���� BU � L)[ GPS XIJDI
ε-NBY = ε∥ = ����� BOE MPXFTU GPS .-$���� BU �� L)[ GPS
XIJDI ε-NBY = ε⊥ = ����� *O UIF GPMMPXJOH TFDUJPO ��� XF
XJMM OPX VTF 2�UFOTPS NPEFMMJOH PG OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM

5BCMF �� 7BMVFT PG UIF DPFGàDJFOUT DPT [θ:] BOE β GPVOE GSPN MJOFBS
SFHSFTTJPO àUUJOH PG FRVBUJPO 	�
 UP UIF EBUB JO àHVSF �	C
 TIPXO BT
UIF TPMJE MJOFT JO UIF IJHIFS WPMUBHF SFHJPOT�

.BUFSJBM WPMUBHF
GSFRVFODZ

7BMVF PG
DPFGàDJFOU DPT [θ:]

7BMVF PG DPFGàDJFOU
β 	7−�


&� � L)[ ����� ± ����� 	����± ����
× ��−�

.-$���� � L)[ ����� ± ����� 	����± ����
× ��−�

.-$���� �� L)[ ����� ± ����� 	����± ����
× ��−�

O�EJSFDUPS EJTUPSUJPO QSPàMFT UP EFWFMPQ B NPSF EFUBJMFE VOEFS�
TUBOEJOH PG IPX BUUFOEBOU FMFDUSJD àFME JOEVDFE ��EJNFOTJPOBM
O�EJSFDUPS SFPSJFOUBUJPO XJUIJO B OFNBUJD ESPQMFU MFBET UP UIF
WPMUBHF EFMBZFE EJFMFDUSPXFUUJOH FGGFDU JO XIJDI UIF IJHI
WPMUBHF MJOFBS θ (7P) WFSTVT 7�

P SFHJPO EFWFMPQT POMZ PODF UIF
SBUF PG DIBOHF PG O�EJSFDUPS SFPSJFOUBUJPO JT CFDPNJOH TBUVS�
BUFE�

���� &MFDUSJD àFME JOEVDFE OFNBUJD O�EJSFDUPS SFPSJFOUBUJPO
XJUIJO UIF ESPQMFU

8F FYBNJOFE UIF PQUJDBM UFYUVSFT XJUIJO UIF OFNBUJD MJRVJE
DSZTUBM ESPQMFUT JO TJUV BT UIFZ XFSF TVCKFDU UP EJGGFSFOU
WPMUBHFT� 5IF PQUJDBM NJDSPTDPQF JNBHFT TIPXO JO àHVSF �
XFSF PCUBJOFE VTJOH B ��× PCKFDUJWF XJUI UIF OFNBUJD ESPQMFU
SFTUJOH PO UIF TVSGBDF PG UIF EFWJDF TVCTUSBUF UIBU XBT QPTJ�
UJPOFE PO UIF NJDSPTDPQF TUBHF CFUXFFO DSPTTFE QPMBSJTFST BU
±��◦ UP UIF Y�EJSFDUJPO� 5IFTF TOBQTIPU NJDSPTDPQF QJDUVSFT
XFSF UBLFO JO USBOTNJTTJPO UISPVHI UIF IJHIFTU QPJOU PG UIF
ESPQMFU XIJMTU EJGGFSFOU WPMUBHFT XFSF BQQMJFE UP UIF FMFDUSPEFT
UIBU XFSF BMJHOFE IPSJ[POUBMMZ PO UIF TVCTUSBUF� 5IF QPJOU PG
GPDVT PG UIF PCKFDUJWF XBT BEKVTUFE UP CF DMPTF UP UIF OFNBUJD�
TVCTUSBUF CPVOEBSZ XJUIJO UIF ESPQMFU� 5IF XIJUF BSSPXT JOEJD�
BUF UIF QPTJUJPOT PG PCWJPVT BCSVQU MPDBMJTFE DIBOHFT JO UIF
OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM BMJHONFOU EJSFDUJPO� *O àHVSF �	B
 UIF
UPQ JNBHF TIPXT UIF ESPQMFU PG UIF OFNBUJD NBUFSJBM &� XJUI
�� 7 	� L)[
 BQQMJFE UP UIF FMFDUSPEFT GPS XIJDI IPSJ[POUBM
[JH�[BH MJOF EFGFDUT BSF PCTFSWFE XJUIJO UIF HBQT CFUXFFO
FWFSZ BEKBDFOU NJDSP�TUSJQF FMFDUSPEF� *O UIF UPQ JNBHF PG
àHVSF �	C
 TJNJMBS IPSJ[POUBM MJOF EFGFDUT BSF BMTP WJTJCMF GPS
.-$���� TVCKFDUFE UP B �� 7 "�$� WPMUBHF XJUI B GSFRVFODZ
PG � L)[ BU XIJDI UIF NBUFSJBM FYIJCJUT B QPTJUJWF EJFMFDUSJD
BOJTPUSPQZ UIF TBNF TJHO BT GPS &�� 5IFTF MJOF EFGFDUT IBWF
B TJNJMBS WFSUJDBM XJEUI UP UIF EFGFDUT JO &� BOE BSF JO B TJN�
JMBS QPTJUJPO CFUXFFO FWFSZ BEKBDFOU FMFDUSPEF� *O àHVSF �	D

UIF PQUJDBM UFYUVSF JT TIPXO JO UIF UPQ JNBHF GPS .-$����
TVCKFDUFE UP B �� 7 "�$� WPMUBHF XJUI B GSFRVFODZ PG �� L)[
BU XIJDI UIF NBUFSJBM FYIJCJUT B OFHBUJWF EJFMFDUSJD BOJTPUSPQZ�
5IF IPSJ[POUBM [JH�[BH EFGFDUT BU UIJT GSFRVFODZ BSF NVDI MFTT
EJTUJODU BOE UIFSF BSF BMTP NPSF QSPNJOFOU IPSJ[POUBM BCSVQU
DIBOHFT JO UIF PQUJDBM UFYUVSF TJUVBUFE BCPWF FWFSZNJDSP�TUSJQF
FMFDUSPEF 	XIJUF BSSPXT
� 5IFTF GFBUVSFT XFSF OPU BT EJTUJODU
GPS UIF DBTFT XIFSF UIF EJFMFDUSJD BOJTPUSPQZ XBT QPTJUJWF JO
àHVSFT �	B
 BOE 	C
� *O BMM DBTFT JO àHVSF � UIF [JH�[BH EFGFDU
MJOFT BSF TUJMM DMFBSMZ WJTJCMF BT UIF WPMUBHF JT JODSFBTFE UP �� 7
BOE UIFO UP �� 7� "U IJHIFS WPMUBHFT PG �� 7 BOE BCPWF UIF
EFGFDU MJOFT CFDPNF OBSSPXFS BOE MFTT EJTUJODU JO BMM DBTFT� 5IF

�
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'JHVSF �� 1PMBSJTJOH PQUJDBM NJDSPTDPQF JNBHFT PG OFNBUJD PQUJDBM
UFYUVSFT WJFXFE JO USBOTNJTTJPO CFUXFFO B DSPTTFE QPMBSJTFS 	1
 BOE
BO BOBMZTFS 	"
� 5IF OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBM XBT &� JO
DPMVNO 	B
 BOE .-$���� JO DPMVNOT 	C
 BOE 	D
� 5IF JNBHFT XFSF
UBLFO UISPVHI TFTTJMF ESPQMFUT BT TIPXO JO àHVSF �� &BDI SPX TIPXT
UIF PQUJDBM UFYUVSFT SFTVMUJOH XIFO B EJGGFSFOU TJOFXBWF WPMUBHF
3�.�4� BNQMJUVEF XBT BQQMJFE UP UIF FMFDUSPEFT PO UIF TVCTUSBUF
CFOFBUI UIF OFNBUJD NBUFSJBM XJUI BO "�$� GSFRVFODZ PG G= � L)[
JO CPUI 	B
 BOE 	C
 BOE PG G= �� L)[ JO 	D
� 5IF XIJUF BSSPXT
JOEJDBUF UIF QPTJUJPOT PG BCSVQU MPDBMJTFE DIBOHFT JO UIF OFNBUJD
MJRVJE DSZTUBM BMJHONFOU EJSFDUJPO�

PQUJDBM NJDSPTDPQZ UFYUVSFT BU �� 7 BOE ��� 7 BSF WFSZ TJN�
JMBS UP POF PUIFS BOE XF GPVOE B OFHMJHJCMF DIBOHF JO UIFJS
BQQFBSBODF GPS TUJMM GVSUIFS JODSFBTFT JO UIF WPMUBHF�

5IF VTF PG JO�QMBOF FMFDUSJD àFMET UP TXJUDI B QPTJUJWF
EJFMFDUSJD BOJTPUSPQZ OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBM IBT QSF�
WJPVTMZ CFFO QSPQPTFE BOE TUVEJFE CVU JO B GVMMZ DPOàOFE
HFPNFUSZ XJUI TPMJE VQQFS BOE MPXFS QMBUFT <�� �� �� ��>�
4QMBZ�CFOE EFGFDU XBMMT XFSF PCTFSWFE JO UIFTF TUVEJFT UIBU
XFSF QBSUJDVMBSMZ EJTUJODU XJUIJO UIF HBQT CFUXFFO UIF NJDSP�
TUSJQF FMFDUSPEFT PO UIF MPXFS TPMJE QMBUF� 5IFTF TQMBZ�CFOE
XBMMT IBWF BMTP CFFO SFGFSSFE UP BT *TJOHXBMMT PO BDDPVOU PG UIF
OBUVSF PG UIF FMBTUJD EJTUPSUJPOT BTTPDJBUFE XJUI UIFTF SFHJPOT
<��m��>� ;JH�[BH JOTUBCJMJUJFT UIBU BSJTF JO OFNBUJD *TJOH XBMMT
TJNJMBS UP UIPTF PCTFSWFE JO àHVSF � IBWF BMTP CFFO PCTFSWFE
TUVEJFE JO B DPOàOFE HFPNFUSZ XJUI QMBOBS BMJHONFOU PO UIF
VQQFS BOE MPXFS CPVOEJOH QMBUFT <�� ��>�

5P QSPWJEF JOTJHIU JOUP UIF OBUVSF PG UIF PQUJDBM UFYUVSFT
TIPXO JO àHVSF � XF VTFE NFTPTDPQJD 2�UFOTPS UIFPSZ <��>
DPVQMFE UP .BYXFMM�T FRVBUJPOT GPS UIF FMFDUSJD àFME UP DBMDV�
MBUF UIF TQBUJBM EFQFOEFODF PG UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS PSJFOUB�
UJPO O(Z,[) BOE UIF OFNBUJD PSEFS QBSBNFUFS JO SFTQPOTF UP
UIF FMFDUSJD àFMET &(Z,[) QSPEVDFE CZ UIF NJDSP�TUSJQF FMFD�
USPEFT JO PVS EFWJDF� 4JODF UIJT BQQSPBDI NBJOUBJOT UIF O≡−O
FRVJWBMFODF PG UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS BOE BMTP DBMDVMBUFT B

WBSJBCMF PSEFS QBSBNFUFS JU BMMPXT UIF NPEFMMJOH PG OFNBUJD
EFGFDUT JO PVS TUSVDUVSFT� 5IF DBMDVMBUJPOT VTFE DPNNFSDJBM
OVNFSJDBM QBSUJBM EJGGFSFOUJBM FRVBUJPO TPMWFS TPGUXBSF 	$0.�
40- .VMUJQIZTJDT $0.40- -UE $BNCSJEHF 6,
 UP NJO�
JNJTF UIF UPUBM GSFF FOFSHZ PG UIF TZTUFN QFS VOJU BSFB JO UIF
Z�[ QMBOF� 5IF GSFF FOFSHZ XBT GPSNVMBUFE BT BO JOUFHSBM PWFS
B ��EJNFOTJPOBM SFHJPO PG UIF TVN PG UIFSNPUSPQJD EJTUPS�
UJPO BOE FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ EFOTJUJFT UPHFUIFS XJUI UIF TVS�
GBDF FOFSHZ FWBMVBUFE BU UIF CPVOEBSJFT <��m��>� 5IF TQB�
UJBMMZ EFQFOEFOU FMFDUSJD àFME &(Z,[)XBT PCUBJOFE CZ TPMVUJPO
PG UIF .BYXFMM FRVBUJPO ∇ ·%= � XIFSF %= εPε&(Z,[) =
−εPε∇7(Z,[) BOE ε(O(Z,[)) JT UIF VOJBYJBM OFNBUJD QFSNJU�
UJWJUZ UFOTPS BOE 7(Z,[) JT UIF TQBUJBMMZ WBSZJOH FMFDUSJD QPUFO�
UJBM� 5IF UIFSNPUSPQJD DPFGàDJFOUT PG UIF 5BZMPS FYQBOTJPO PG
UIF UFSNT JO UIF UFOTPS PSEFS QBSBNFUFS 2 <��> VTFE JO UIF
NPEFM XFSF B = ��� × ��� /N−� C = m��� × ��� /N−�
BOE D= ���× ��� /N−�� 5IF FRVJMJCSJVN OFNBUJD PSEFS QBSB�
NFUFS XBT TFU BU 4= ��� BOE UIF TVSGBDF BODIPSJOH FOFSHZ XBT
TFU BU 8 = ��� × ��� /N−��

*O àHVSF � UIF EPVCMF IFBEFE BSSPXT TIPX UIF TQBUJBMMZ
EFQFOEFOU TUBUJD O�EJSFDUPS àFME PSJFOUBUJPO BOHMFT θ (Z,[) UIBU
XF IBWF DBMDVMBUFE OVNFSJDBMMZ VTJOH 2�UFOTPS UIFPSZ GPS &�
BU � L)[ 	B
 .-$���� BU � L)[ 	C
 BOE GPS .-$���� BU
�� L)[ 	D
 XJUI UIF FMBTUJD DPOTUBOU WBMVFT 	,�,,� BOE ,�

BOE QFSNJUUJWJUZ WBMVFT 	ε∥ BOE ε⊥
 HJWFO JO TFDUJPO � PG UIJT
SFQPSU BOE ,�� = �� 8F EFàOF θ = � SBEJBOT 	FRVJWBMFOUMZ
θ = π SBEJBOT TJODF O≡−O
 GPS O�EJSFDUPS PSJFOUBUJPO QBS�
BMMFM UP UIF IPSJ[POUBM Z�BYJT XJUI θ =±π/� SBEJBOT DPSSFT�
QPOEJOH UP UIF O�EJSFDUPS PSJFOUBUFE QBSBMMFM UP UIF WFSUJDBM [�
BYJT XJUI π/�< θ < π EFTDSJCJOH UIF O�EJSFDUPS UJMUFE JO UIF
BOUJ�DMPDLXJTF TFOTF SFMBUJWF UP UIF WFSUJDBM [�BYJT BOE XJUI
�< θ < π/� EFTDSJCJOH UIF O�EJSFDUPS UJMUFE JO UIF DMPDLXJTF
TFOTF SFMBUJWF UP UIF WFSUJDBM [�BYJT� 5IF DBMDVMBUJPO EPNBJO
XBT B ��EJNFOTJPOBM �� µN× �� µN Z�[ DSPTT�TFDUJPO UISPVHI
B OFNBUJD MBZFS TVCKFDUFE UP UIF FMFDUSJD àFMET QSPEVDFE CZ DP�
QMBOBS NJDSP�TUSJQF FMFDUSPEFT 	XJEUI X = �� µN TIPXO CZ
UIF àMMFE SFDUBOHVMBS CPYFT
 SVOOJOH JO UIF Y�EJSFDUJPO BU UIF
MPXFS OFNBUJD�TPMJE JOUFSGBDF� 5IF MPDBUJPO PG UIJT EPNBJO JO
UIF ESPQMFU JT BEKBDFOU UP UIF TVCTUSBUF TVSGBDF BT JMMVTUSBUFE JO
àHVSF �	E
� 5IF GSFF TVSGBDF JT TJHOJàDBOUMZ IJHIFS UIBO UIF 2�
UFOTPS DPNQVUBUJPOBM SFHJPO� 4JODF UIF UIJDLOFTT I(Z) PG UIF
MJRVJE ESPQMFU GVMàMT UIF DSJUFSJPO F−πI(Z)/X ≪ � 	TFDUJPO ���

UIF FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ PG UIF SFHJPO BCPWF PVS DPNQVUBUJPOBM
EPNBJO JT TNBMM BOE TP UIF PWFSBMM ESPQMFU WPMVNF EPFT OPU
BGGFDU PVS DBMDVMBUJPOT� 5IF EPNBJO XJEUI DPWFSFE POF QFSJPE
PG UIF FMFDUSJD àFME WBSJBUJPO �X BOE /FVNBOO CPVOEBSZ DPO�
EJUJPOT JNQPTFE B IPSJ[POUBM FMFDUSJD àFME EJSFDUJPO CFUXFFO
UIF FMFDUSPEFT BU [= �� 5IF WFSUJDBM EPNBJO IFJHIU XBT DIPTFO
TP UIBU UIF OVNFSJDBM DBMDVMBUJPOT DPOWFSHFE XJUIJO B QSBD�
UJDBM UJNFTDBMF XIJMTU BMTP QSPWJEJOH TVGàDJFOU EFDBZ PG UIF
QPUFOUJBM WBSJBUJPO 7(Z,[) BOE UIF MJOLFE O�EJSFDUPS EJTUPS�
UJPO JO UIF [�EJSFDUJPO� "U UIF VQQFS FEHF PG UIF TPMVUJPO
EPNBJO ∂7/∂[(Z,[= �X) = � BOE QFSJPEJD CPVOEBSZ DPOEJ�
UJPOT XFSF JNQMFNFOUFE BMPOH UIF MFGU� BOE SJHIU�IBOE FEHFT
PG UIF EPNBJO O(Z= �,[) = O(Z= �X,[) BOE 7(Z= �,[) =
7(Z= �X,[)� 5IF TPMJE DVSWFE MJOFT JO àHVSF � TIPX UIF DBM�
DVMBUFE FRVJQPUFOUJBM DPOUPVS MJOFT 7(Z,[) GPS B QPUFOUJBM EJG�
GFSFODF PG FJUIFS 7P = �� 7 	FRVJQPUFOUJBM MJOFT TIPXO GPS � 7

�
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'JHVSF �� 5IF UXP�EJNFOTJPOBM TQBUJBM WBSJBUJPO JO UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS PSJFOUBUJPO θ (Z,[) TIPXO CZ EPVCMF IFBEFE BSSPXT UIBU XBT
DBMDVMBUFE VTJOH OFNBUJD 2�UFOTPS UIFPSZ� 5IF TJNVMBUJPO EPNBJOT SFQSFTFOU B Z�[ DSPTT�TFDUJPO UISPVHI B OFNBUJD MBZFS TVCKFDUFE UP UIF
FMFDUSJD àFMET QSPEVDFE CZ PSUIPHPOBM DP�QMBOBS NJDSP�TUSJQF FMFDUSPEFT BU UIF QPTJUJPOT PG UIF àMMFE SFDUBOHMFT PO UIF MPXFS JOUFSGBDF� 5IF
TPMJE DVSWFE MJOFT TIPX FRVJQPUFOUJBM DPOUPVST XIFO UIF QPUFOUJBM EJGGFSFODF CFUXFFO UIF FMFDUSPEFT XBT FJUIFS �� 7 	� 7 JODSFNFOUT MFGU
DPMVNO
 PS ��� 7 	� 7 JODSFNFOUT SJHIU DPMVNO
� 5IF 2�UFOTPS DBMDVMBUJPOT XFSF QFSGPSNFE VTJOH UIF FMBTUJD BOE EJFMFDUSJD QBSBNFUFST
HJWFO JO TFDUJPO � GPS &� BU � L)[ "�$� WPMUBHF GSFRVFODZ 	B
 GPS .-$���� BU � L)[ 	C
 BOE GPS .-$���� BU �� L)[ 	D
�

JODSFNFOUT MFGU DPMVNO
 PS 7P = ��� 7 	� 7 JODSFNFOUT SJHIU
DPMVNO
�

*O UIF BCTFODF PG BOZ BQQMJFE WPMUBHF UIF IPNFPUSPQJD
BMJHONFOU BU UIF VQQFS BOE MPXFS JOUFSGBDFT PSJFOUFE UIF FOUJSF

O�EJSFDUPS àFME O(Z,[) WFSUJDBMMZ BU θ (Z,[) = π/� SBEJBOT� 5IF
EFHSFF PG WPMUBHF�JOEVDFE MPDBM SFPSJFOUBUJPO BXBZ GSPN θ =
π/� JT EFUFSNJOFE CZ UIF MPDBM NBHOJUVEF BOE EJSFDUJPO PG UIF
TQBUJBMMZ EFQFOEFOU FMFDUSJD àFME&(Z,[) CZ UIFNBHOJUVEF BOE

�
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TJHO PG UIF EJFMFDUSJD BOJTPUSPQZ∆ε= ε∥ − ε⊥ BOE CZ FMBTUJD
DPVQMJOH UP UIF TVSGBDF BODIPSJOH� 'PS B QPTJUJWF EJFMFDUSJD
BOJTPUSPQZ OFNBUJD NBUFSJBM XJUI ∆ε> � XIJDI BQQMJFT UP
&� JO àHVSF �	B
 BOE UP .-$���� BU � L)[ JO àHVSF �	C

UIF HSFBUFTU EFHSFF PG O�EJSFDUPS SFPSJFOUBUJPO PDDVST JO UIF
WJDJOJUZ PG UIF JOUFS�FMFDUSPEF HBQT� 5IJT PDDVST CFDBVTF XIFO
∆ε> � UIF FMFDUSPTUBUJD GPSDFT BDU UP BMJHO UIF O�EJSFDUPS QBS�
BMMFM UP UIF TVCTUBOUJBMMZ IPSJ[POUBM MPDBM FMFDUSJD àFME EJSFDUJPO
JO UIF HBQT J�F� PSUIPHPOBMMZ UP UIF FRVJQPUFOUJBM DPOUPVS MJOFT�
5IF O�EJSFDUPS UJMU PSJFOUBUJPO EJSFDUJPOT BSF JO PQQPTJUF TFOTFT
JO UIF WJDJOJUZ PG OFJHICPVSJOH FMFDUSPEFT JO àHVSFT �	B
 BOE
	C
 XJUI θ < π/� BEKBDFOU UP UIF FMFDUSPEF FEHF BU 	Z [
= 	��
�
 µN BOE XJUI θ > π/� BEKBDFOU UP UIF FMFDUSPEF FEHF BU 	Z
[
 = 	�� �
 µN� 5IJT DPOTFRVFODF PG UIF PQQPTJOH EJSFDUJPOT
PG UIF GSJOHJOH FMFDUSJD àFMET BU OFJHICPVSJOH FMFDUSPEF FEHFT
DSFBUFT BMUFSOBUJOH SFHJPOT PG PQQPTJOH UJMU EJSFDUJPO XIJDI BSF
TFQBSBUFE CZ TQMBZ�CFOE FMBTUJD EJTUPSUJPO XBMMT <��m��>� 5IF
2�UFOTPS DBMDVMBUJPOT PG UIF TQBUJBM WBSJBUJPO JO UIF OFNBUJD
PSEFS BMTP SFWFBMFE UIBU UIF TJHOJàDBOU FMFDUSPTUBUJD DPOTUSJD�
UJPO PG UIF OFNBUJD EJTUPSUJPO XJUIJO UIF HBQ DSFBUFT MJOF EJT�
DMJOBUJPOT XJUI BUUFOEBOU MPDBMJTFE SFEVDUJPO JO UIF PSEFS QBSB�
NFUFS XJUIJO UIF TQMBZ�CFOE XBMMT XJUIJO UIF FMFDUSPEF HBQ
SFHJPOT�

'PS B OFHBUJWF EJFMFDUSJD BOJTPUSPQZ OFNBUJD NBUFSJBM XJUI
∆ε< � XIJDI BQQMJFT UP .-$���� BU �� L)[ JO àHVSF �	D

FMFDUSPTUBUJD GPSDFT BDU UP BMJHO UIF O�EJSFDUPS PSUIPHPOBM UP UIF
MPDBM FMFDUSJD àFME EJSFDUJPO BOE IFODF QBSBMMFM UP UIF FRVJQP�
UFOUJBM DPOUPVS MJOFT� 5IF O�EJSFDUPS SFPSJFOUBUJPO OPX PDDVST
QSFEPNJOBOUMZ BCPWF UIF FMFDUSPEFT NJDSP�TUSJQFT XIFSF UIF
FMFDUSJD àFME JT TVCTUBOUJBMMZ WFSUJDBM� )FSF UIF PQQPTJOH EJSFD�
UJPOT PG UIF GSJOHJOH FMFDUSJD àFMET UPXBSET FBDI TJEF PG BO JOEJ�
WJEVBM FMFDUSPEF SFTVMU JO BO O�EJSFDUPS SFPSJFOUBUJPO UJMU XJUI
θ < π/� PO UIF MFGU�IBOE TJEF PG BO FMFDUSPEF BOE θ > π/�
PO UIF SJHIU�IBOE TJEF PG UIF TBNF FMFDUSPEF� 5IF FMFDUSPTUBUJD
DPOTUSJDUJPO PG UIF OFNBUJD EJTUPSUJPO XIFO ∆ε< � JT OPX
BCPWF UIF DFOUSF PG UIF FMFDUSPEF� 5IJT MFBET UP UIF DSFBUJPO
PG EJTUJODU TQMBZ�CFOE XBMMT QPTJUJPOFE BCPWF UIF FMFDUSPEF
NJDSP�TUSJQFT BT TIPXO JO àHVSF �	D
 JOTUFBE PG CFJOH XJUIJO
UIF HBQ XIFO ∆ε> � BT TIPXO JO àHVSFT �	B
 BOE 	C
 <��>�

5IF QSFEJDUJPOT PG PVS NFTPTDPQJD 2�UFOTPS UIFPSZ TJNV�
MBUJPOT TIPXO JO àHVSF � BSF JO BDDPSE XJUI UIF LFZ FYQFSJ�
NFOUBM PCTFSWBUJPOT PO UIF PQUJDBM UFYUVSFT TIPXO JO àHVSF ��
5IF TQMBZ�CFOE XBMMT BSF MPDBUFE XJUIJO UIF NJEEMF PG UIF
JOUFS�FMFDUSPEF HBQ XIFO ∆ε> � XIJDI JT UIF DBTF GPS &� JO
àHVSF �	B
 	FYQFSJNFOU
 BOE àHVSF �	B
 	TJNVMBUJPO
 BOE GPS
.-$���� BU � L)[ JO àHVSF �	C
 	FYQFSJNFOU
 BOE àHVSF �	C

	TJNVMBUJPO
� )PXFWFS UIF NPTU QSPNJOFOU SFHJPO PG SFPSJFOU�
BUJPO JT MPDBUFE BCPWF UIF DFOUSF PG UIF NJDSP�TUSJQF FMFDUSPEFT
XIFO ∆ε< � XIJDI JT UIF DBTF GPS .-$���� BU �� L)[ JO
àHVSF �	D
 	FYQFSJNFOU
 BOE àHVSF �	D
 	TJNVMBUJPO
� 'PS CPUI
UIF∆ε< � BOE UIF∆ε> � DBTFT UIF FMFDUSPTUBUJD DPOTUSJDUJPO
FGGFDU TIPXO JO àHVSF � JT TUSPOHFS BU ��� 7 QPUFOUJBM EJGGFS�
FODF DPNQBSFE UP BU �� 7 XIJDI JT DPOTJTUFOU XJUI UIF FYQFSJ�
NFOUBM PCTFSWBUJPOT JO àHVSF � UIBU UIF EJTUPSUJPO TVSSPVOEJOH
UIF EFGFDU MJOF CFDPNFT OBSSPXFS BOE TP MFTT PQUJDBMMZ EJTUJODU
BT UIF WPMUBHF JT JODSFBTFE�

8F VTFE PVS OVNFSJDBM 2�UFOTPS TJNVMBUJPOT UP DBMDVMBUF
UIF UPUBM GSFF FOFSHZ PG UIF ��EJNFOTJPOBM EPNBJO JO UIF Z�[

'JHVSF �� &MFDUSPTUBUJD FOFSHZ PG B IPNFPUSPQJD OFNBUJD MBZFS
TVCKFDUFE UP FMFDUSJD àFMET QSPEVDFE CZ DP�QMBOBS NJDSP�TUSJQF
FMFDUSPEFT� 5IF FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ XBT PCUBJOFE GSPN OVNFSJDBM
2�UFOTPS UIFPSZ DBMDVMBUJPOT VTJOH UIF FMBTUJD BOE EJFMFDUSJD
QBSBNFUFST HJWFO JO TFDUJPO �� 'JHVSF � QSFWJPVTMZ TIPXFE UIF
DBMDVMBUFE ��EJNFOTJPOBM TQBUJBM WBSJBUJPO JO UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS
PSJFOUBUJPO θ (Z,[) BOE UIF FMFDUSJD QPUFOUJBM 7(Z,[) GPS UIF DBTFT PG
7 = �� 7 BOE 7 = ��� 7� )FSF UIF FOFSHZ EJWJEFE CZ UIF TRVBSF PG
UIF BQQMJFE WPMUBHF8F/7� JT QMPUUFE BHBJOTU UIF 3�.�4� WPMUBHF 7
GPS &� BU � L)[ "�$� WPMUBHF GSFRVFODZ 	àMMFE DJSDMF TZNCPMT
 GPS
.-$���� BU � L)[ 	PQFO DJSDMFT
 BOE GPS .-$���� BU �� L)[
	PQFO EJBNPOET
�

QMBOF TIPXO JO àHVSF � BT BO JOUFHSBM PG B TVN PG UIFSNP�
USPQJD EJTUPSUJPO BOE FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ EFOTJUZ DPNQPO�
FOUT BU B SBOHF PG BQQMJFE WPMUBHFT� 'JHVSF � TIPXT B QMPU PG
UIF FMFDUSPTUBUJD DPNQPOFOU PG UIF UPUBM GSFF FOFSHZ EJWJEFE CZ
UIF TRVBSF PG UIF BQQMJFE WPMUBHF 8F/7� WFSTVT UIF 3�.�4�
WPMUBHF 7 GPS &� BU � L)[ "�$� WPMUBHF GSFRVFODZ 	àMMFE
DJSDMF TZNCPMT
 GPS .-$���� BU � L)[ 	PQFO DJSDMFT
 BOE GPS
.-$���� BU �� L)[ 	PQFO EJBNPOE
� *O FBDI DBTF UIF WBMVF
PG 8F/7� JODSFBTFT UIF NPTU TUFFQMZ BU MPX WPMUBHFT GPMMPXFE
CZ B TBUVSBUJPO FGGFDU XIFSF 8F/7� FYIJCJUT B NVDI TIBM�
MPXFS JODSFBTF BT B GVODUJPO PG WPMUBHF CFUXFFO 7 = �� 7 BOE
7 = ��� 7� 5IF TUFFQFS JODSFBTF PG 8F/7� BU MPXFS WPMUBHFT
SFáFDUT UIF JOJUJBM EFWFMPQNFOU PG TJHOJàDBOU FMBTUJD EJTUPSUJPO
XJUIJO UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS àFME BDDPNQBOJFE CZ UIF GPSNB�
UJPO PG TQMBZ�CFOE XBMMT� " IJHI FMFDUSJD àFME BDUJOH XJUIJO
B OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBM XJMM FYFSU B UPSRVF PO UIF
OFNBUJD O�EJSFDUPS XIJDI BDUT UP BMJHO UIF MBSHFTU DPNQPOFOU PG
UIF EJFMFDUSJD QFSNJUUJWJUZ XJUI UIF MPDBM EJSFDUJPO PG UIF àFME�
"U IJHIFS WPMUBHFT XIFSF TJHOJàDBOU BMJHONFOU IBT BMSFBEZ
PDDVSSFE UIFSF JT B MPXFS SBUF PG DIBOHF XJUI WPMUBHF JO UIF
EJTUPSUJPO PG UIF O�EJSFDUPS àFME� 5IJT JT DPOTJTUFOU XJUI PVS
FYQFSJNFOUBM PCTFSWBUJPOT JO àHVSF � UIBU UIF PQUJDBM UFYUVSFT
GPS �� 7 BOE ��� 7 BSF WFSZ TJNJMBS JO BQQFBSBODF�

" TJOHMF WPMUBHF EFQFOEFOU DBQBDJUBODF PG UIF OFNBUJD MBZFS
PO BO JOUFSEJHJUBUFE FMFDUSPEF TZTUFN DBO CF FYQSFTTFE BT BO
FGGFDUJWF QFSNJUUJWJUZ WBMVF εFGG (7) CZ UBLJOH JOUP BDDPVOU UIF
TQFDJàD FMFDUSPEF HFPNFUSZ� 5IJT JT UIF SFMFWBOU QFSNJUUJWJUZ
WBMVF UIBU EFUFSNJOFT UIF NBHOJUVEF PG WPMUBHF�GPSDFE XFUUJOH
CZ TFUUJOH ε- = εFGG JO UIF EJFMFDUSPXFUUJOH FRVBUJPO 	�
� 0VS
2�UFOTPS DBMDVMBUJPO SFTVMUT QMPUUFE JO àHVSF � QFSNJU UIF EJSFDU
QSFEJDUJPO PG UIF WBMVF PG εFGG (7) BOE IFODF BMTP UIF WBMVF PG

�
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UIF EJFMFDUSPXFUUJOH DPFGàDJFOU β� *O UIJT BOBMZTJT JU JT BTTVNFE
UIBU UIF DBMDVMBUFE TQBUJBMMZ EFQFOEFOU TUBUJD O�EJSFDUPS àFMET
TIPXO JO àHVSF � EP OPU WBSZ JO UIF Y�EJSFDUJPO BOE UIBU
UIF FOFSHZ WBMVFT HJWFO JO àHVSF � TDBMF JO QSPQPSUJPO UP UIF
XJEUI JO UIF Z�EJSFDUJPO XIJDI JT B SFBTPOBCMF BQQSPYJNBUJPO
QSPWJEFE UIBU UIF 	WPMUBHF JOEFQFOEFOU
 DPOUBDU EJBNFUFS �S:
JO UIF Z�EJSFDUJPO JT TJHOJàDBOUMZ MBSHFS UIBO POF QFSJPE PG UIF
FMFDUSPEF QBUUFSO �X J�F� S: ≫ X XIJDI IPMET GPS PVS TZTUFN�
0VS TQFDJàD FMFDUSPEF HFPNFUSZ JT àSTUMZ BDDPVOUFE GPS CZ TFU�
UJOH∆ε= � JO UIF 2�UFOTPS NPEFM XIJDI HBWF εFGG = �.���×
��−��

(
8F/7�

)
� 6TJOH UIJT SFMBUJPOTIJQ XJUI UIF 2�UFOTPS TJN�

VMBUJPO SFTVMUT GPS UIF FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ QMPUUFE JO àHVSF �
GPS ��� 7 HJWFT εFGG = ����� GPS &� 	� L)[
 εFGG = ����� GPS
.-$���� 	� L)[
 BOE εFGG = ���� GPS .-$���� 	�� L)[
�
'PS .-$���� JO QBSUJDVMBS UIFTF FGGFDUJWF QFSNJUUJWJUZ WBMVFT
IBWF TBUVSBUFE DMPTF UP UIF MBSHFS PVU PG UIF NBUFSJBM�T UXP VOJ�
BYJBM QFSNJUUJWJUZ WBMVFT BU UIF SFMFWBOU GSFRVFODZ BU � L)[ XF
àOE εFGG = ����� XIFO ε-NBY = ε∥ = ����� BOE BU �� L)[ XF
àOE εFGG = ���� XIFO ε-NBY = ε⊥ = �����

*O PVS TZTUFN X = �� µN BOE TP UIF EJFMFDUSPXFU�
UJOH DPFGàDJFOU QSFEJDUFE CZ FRVBUJPO 	�
 JT HJWFO CZ
β = ���� × ��−� (εFGG − �)/γ� 4VCTUJUVUJOH JO UIF SFMFWBOU
TVSGBDF UFOTJPO WBMVFT γ BOE UIF FGGFDUJWF QFSNJUUJWJUZ WBM�
VFT PCUBJOFE GSPN UIF 2�UFOTPS TJNVMBUJPO UIJT QSFEJDUT UIBU
β = ���� × ��−� 7−� GPS &� 	� L)[
 β = ���� × ��−� 7−�

GPS .-$���� 	� L)[
 BOE β = ���� × ��−� 7−� GPS
.-$���� 	�� L)[
� 8IJMTU UIFTF WBMVFT BSF CFUXFFO ���
	&�
 BOE ��� 	.-$���� �� L)[
 IJHIFS UIBO UIF FYQFSJ�
NFOUBM WBMVFT GPVOE UBCMF � UIF MFWFM PG BHSFFNFOU CFUXFFO
UIF UIFPSZ BOE FYQFSJNFOU JT SFNBSLBCMF HJWFO UIF TJHOJàDBOU
BQQSPYJNBUJPOT UIBU IBWF CFFO NBEF UP EFSJWF UIF BOBMZUJDBM
EJFMFDUSPXFUUJOH FYQSFTTJPO JO FRVBUJPO 	�
 BOE HJWFO UIBU OP
GSFF àUUJOH QBSBNFUFST IBWF CFFO VTFE JO UIF 2�UFOTPS TJNVMB�
UJPOT� *O UIF GPMMPXJOH TFDUJPO ��� XF XJMM OPX EFNPOTUSBUF
BOE FMVDJEBUF UIF GSFRVFODZ DPOUSPM PG UIF WBMVF PG UIF EJFMFD�
USPXFUUJOH DPFGàDJFOU β JO UIF IJHIMZ EJTQFSTJWF OFNBUJD MJRVJE
DSZTUBM NBUFSJBM .-$�����

���� 'SFRVFODZ�EFQFOEFOU WPMUBHF�GPSDFE TQSFBEJOH PG B
IJHIMZ EJTQFSTJWF OFNBUJD NBUFSJBM

'JHVSF �	B
 TIPXT UIF SFTVMUT GSPN PVS GVSUIFS EFUBJMFE TUVEZ
PG UIF WPMUBHF�GPSDFE XFUUJOH PG B TFTTJMF ESPQMFU PG .-$����
BT B GVODUJPO PG UIF GSFRVFODZ PG UIF ESJWJOH WPMUBHF OPX
DPWFSJOH UIF SBOHF CFUXFFO � L)[ BOE �� L)[� *O UIJT GSF�
RVFODZ JOUFSWBM UIFSF JT B QSPOPVODFE %FCZF GSFRVFODZ SFMBY�
BUJPO PG UIF WBMVF PG UIF NBUFSJBM�T QFSNJUUJWJUZ ε∥ QBSBMMFM UP
UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS <�� ��>� *O àHVSF �	B
 UIF WBMVF PG UIF
EJFMFDUSPXFUUJOH DPFGàDJFOU β JT QMPUUFE GPS B OVNCFS PG EJT�
DSFUF GSFRVFODJFT JO UIF SBOHF � L)[ UP �� L)[� 'PS FBDI GSF�
RVFODZ UIF WBMVF PG β XBT PCUBJOFE GSPN B MJOFBS SFHSFTTJPO àU
UP UIF IJHIFS WPMUBHF EBUB PO B DPT [θ (7P)] WFSTVT 7�

P QMPU GPM�
MPXJOH UIF TBNF QSPDFEVSF BT QSFWJPVTMZ TIPXO JO àHVSF �	C

GPS � L)[ BOE GPS �� L)[� 'PS JOUFSNFEJBUF GSFRVFODJFT FTQF�
DJBMMZ DMPTF UP �� L)[ B SFEVDFE TFU PG WPMUBHF WBMVFT XFSF
BQQMJFE GPS TIPSU UJNF JOUFSWBMT JO PSEFS UP NJOJNJTF EJFMFDUSJD
IFBUJOH PG UIF NBUFSJBM EVSJOH UIF NFBTVSFNFOUT� 8F àOE UIBU
PVS FYQFSJNFOUBM WBMVFT PG β QMPUUFE JO àHVSF �	B
 FYIJCJU

'JHVSF �� 	B
 1MPU PG UIF àUUFE WBMVF PG β BT B GVODUJPO PG GSFRVFODZ
GPS EJFMFDUSPXFUUJOH PG B TFTTJMF ESPQMFU PG .-$����� 	C
 1MPU PG UIF
NFBTVSFE EJFMFDUSJD QFSNJUUJWJUZ WBMVFT GPS .-$���� BU �� ± � ◦$
BT B GVODUJPO PG GSFRVFODZ XJUI QBSBMMFM QFSNJUUJWJUZ WBMVFT ε∥
TIPXO CZ UIF PQFO DJSDMFT BOE QFSQFOEJDVMBS QFSNJUUJWJUZ WBMVFT ε⊥
TIPXO CZ UIF PQFO EJBNPOET� *O 	B
 BOE 	C
 TFQBSBUF
GSFRVFODZ�EFQFOEFOU %FCZF SFMBYBUJPO àUT UP UIF EBUB BSF TIPXO CZ
TPMJE MJOFT BOE BWFSBHFT PG EBUB PWFS B SBOHF PG GSFRVFODZ WBMVFT BSF
TIPXO CZ EBTIFE MJOFT� 5IF JOTFU àHVSF JO 	C
 QMPUT UIF HSBEJFOU EBUB
GSPN 	B
 BHBJOTU UIF WBMVF PG

(
ε∥ − �

)
GSPN UIF %FCZF àU UP UIF EBUB

GPS ε∥ JO 	C
�

B EFDSFBTF BT B GVODUJPO PG GSFRVFODZ G BU UIF MPXFS GSFRVFO�
DJFT JOWFTUJHBUFE XJUI UIF TUFFQFTU OFHBUJWF HSBEJFOU CFUXFFO
� L)[ BOE �� L)[ BOE UIFO UIF WBMVF PG β SFNBJOT DPOTUBOU 	UP
XJUIJO FYQFSJNFOUBM TDBUUFS
 BU UIF IJHIFS GSFRVFODJFT CFUXFFO
�� L)[ BOE �� L)[� )FODF GPS GSFRVFODZ WBMVFT VQ UP �� L)[
XF EFNPOTUSBUF GSFRVFODZ DPOUSPM PG UIF EFHSFF PG WPMUBHF�
GPSDFE XFUUJOH JO UIF IJHIMZ EJTQFSTJWF OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM
NBUFSJBM .-$�����

'JHVSF �	C
 QMPUT UIF WBMVFT PG UIF VOJBYJBM EJFMFDUSJD QFS�
NJUUJWJUJFT ε∥ 	PQFO DJSDMF TZNCPMT
 BOE ε⊥ 	PQFO EJBNPOE
TZNCPMT
 GPS UIF OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM .-$���� UIBU XF
NFBTVSFE VTJOH UIF QSPDFEVSF EFTDSJCFE JO TFDUJPO �� " TJH�
OJàDBOU DPOUSJCVUJPO UP UIF ε∥ BOE ε⊥ QFSNJUUJWJUZ WBMVFT
PG DBMBNJUJD OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBMT BSJTFT GSPN UIF
CVML EJFMFDUSJD QPMBSJTBUJPO JOEVDFE CZ QBSUJBM SFPSJFOUBUJPO PG
QFSNBOFOU NPMFDVMBS EJQPMFT UP BMJHO XJUI BO BQQMJFE àFME
<�� ��>� 'PS UIF IJHIMZ EJTQFSTJWF OFNBUJD NBUFSJBM .-$����
B MPX GSFRVFODZ SFMBYBUJPO PG UIF NBHOJUVEF PG ε∥ SFTVMUT GSPN
IJOEFSFE SPUBUJPO BCPVU UIF TIPSU NPMFDVMBS BYFT <�� �� ��>�
*O %FCZF UIFPSZ <�� ��> JU JT BTTVNFE UIBU UIF NBHOJUVEF
PG UIF JOEVDFE EJFMFDUSJD QPMBSJTBUJPO FWPMWFT FYQPOFOUJBMMZ

��
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XJUI UJNF XIJDI MFBET UP B XFMM EFàOFE SFMBYBUJPO GSFRVFODZ
G3 CFMPX XIJDI UIF SFPSJFOUBUJPO NFDIBOJTN DPOUSJCVUFT UP
UIF EJFMFDUSJD TVTDFQUJCJMJUZ CVU BCPWF XIJDI JU EPFT OPU DPO�
USJCVUF� "O FYQPOFOUJBM UJNF EFQFOEFODF PG UIF DPNQPO�
FOU PG UIF QPMBSJTBUJPO QBSBMMFM UP UIF O�EJSFDUPS IBT QSFWJ�
PVTMZ CFFO VTFE TVDDFTTGVMMZ UP EFTDSJCF UIF SF�PSJFOUBUJPO
EZOBNJDT PG .-$���� <�� ��>� 5IF TPMJE MJOF JO àHVSF �	C

TIPXT UIF FYDFMMFOU àU UP UIF EBUB GPS ε∥ GPS UIF CBUDI PG UIF
NBUFSJBM .-$���� VTFE JO PVS TUVEZ CZ UIF %FCZF SFMBYB�
UJPO GVODUJPO ε||% (G) = ε||P+

[(
ε||P− ε||∞

)
/
(
�+(G/G3)

�
)]

<��> XJUI ε||P = ����� ± ���� ε||∞ = ���� ± ���� BOE
G3 = ���� ± ��� L)[� 5IF QFSNJUUJWJUZ QFSQFOEJDVMBS UP UIF
OFNBUJD O�EJSFDUPSε⊥ EPFT OPU WBSZ TJHOJàDBOUMZ XJUI GSF�
RVFODZ JO UIF SBOHF � L)[ UP �� L)[ GPS .-$����� 5IF BWFS�
BHF WBMVF PWFS UIJT SBOHF ε⊥ = ���� ± ���� JT TIPXO CZ UIF
IPSJ[POUBM EBTIFE MJOF JO àHVSF �	C
�

8F àOE BO FYDFMMFOU BHSFFNFOU CFUXFFO UIF TIBQF PG
UIF QMPU PG UIF EJFMFDUSPXFUUJOH DPFGàDJFOU β GPS .-$����
WFSTVT GSFRVFODZ G àHVSF �	B
 BOE UIF IJHIFTU WBMVF PVU
PG UIF UXP GSFRVFODZ�EFQFOEFOU VOJBYJBM QFSNJUUJWJUZ WBMVFT
ε∥ BOE ε⊥ GPS .-$���� àHVSF �	C
� 5IJT PCTFSWBUJPO JT
FOUJSFMZ DPOTJTUFOU XJUI UIF SFTVMUT GSPN PVS 2�UFOTPS NPE�
FMMJOH EFTDSJCFE BCPWF JO TFDUJPO ��� UIBU TIPXFE IPX B
QFSNJUUJWJUZ UIBU JT DMPTF UP UIF IJHIFTU QFSNJUUJWJUZ JO UIF
TZTUFN BU B QBSUJDVMBS GSFRVFODZ JT UIF BQQSPQSJBUF GBDUPS
ε- JO UIF DPFGàDJFOU β JO FRVBUJPO 	�
 GPS .-$����� 5P
FYQMPSF UIJT PVUDPNF NPSF RVBOUJUBUJWFMZ àSTUMZ XF DPN�
QBSF UIF β (G) EBUB JO àHVSF �	B
 XJUI B %FCZF SFMBYBUJPO
GVODUJPO� *O àHVSF �	B
 UIF TPMJE MJOF TIPXT B àU PG UIF
EBUB BU UIF MPXFS GSFRVFODJFT UP UIF GVODUJPO β% (G) = βP+[
(βP−β∞)/

(
�+(G/GP)

�
)]

, XJUI βP = 	���� ± ����
 ×
��−� 7−� β∞ = 	����± ����
× ��−� 7−� BOE GP = ����±
��� L)[� 5IF %FCZF SFMBYBUJPO GVODUJPO QSPWJEFT B HPPE
EFTDSJQUJPO PG UIF GSFRVFODZ EFQFOEFODF PG β VQ UP �� L)[
XIJDI JT TPNFXIBU CFMPX UIF SFMBYBUJPO GSFRVFODZ G3 GPVOE
GPS UIF ε∥ EBUB� "CPWF �� L)[ UIF BWFSBHF WBMVF PG β JO UIF GSF�
RVFODZ JOEFQFOEFOU SFHJPO JT TIPXO CZ UIF EPUUFE IPSJ[POUBM
MJOF BU βBWF = 	����± ����
× ��−� 7−�� 4FDPOEMZ JO UIF JOTFU
àHVSF JO �	C
 XF QMPU UIF FYQFSJNFOUBM WBMVF PG β BU B HJWFO GSF�
RVFODZ BHBJOTU

(
ε∥ − �

)
XIFSF ε∥ = ε||% (G)� 8F QMPU

(
ε∥ − �

)


SBUIFS UIBO ε∥ TJODF UIF GPSNFS JT UIF UFSN JO XIJDI UIF QFS�
NJUUJWJUZ BQQFBST JO FRVBUJPO 	�
� 5IF QMPU DPWFST GSFRVFODJFT
JO UIF SBOHF � L)[ UP �� L)[ PWFS XIJDI UIFSF JT B TVGà�
DJFOU WBSJBUJPO PG UIF WBMVFT PG CPUI β BOE ε∥ XJUI GSFRVFODZ
UP FYQMPSF� 8F àOE DMFBS MJOFBS SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIFTF
UXP RVBOUJUJFT XJUI UIF TPMJE MJOF TIPXJOH UIF MJOFBS SFHSFT�
TJPO àU β = (�.��± �.��)

(
ε∥ − �

)
− (�.��± �.��) 7−� XJUI

UIF MPX JOUFSDFQU WBMVF NFBOJOH UIBU UIJT JT DMPTF UP B EJSFDU
QSPQPSUJPOBMJUZ�

�� $PODMVTJPOT

8F IBWF EFNPOTUSBUFE WPMUBHF�GPSDFE XFUUJOH BOE TQSFBE�
JOH PG TFTTJMF ESPQMFUT PG UXP EJGGFSFOU OFNBUJD MJRVJE DSZT�
UBM NBUFSJBMT UIF XFMM DIBSBDUFSJTFE NJYUVSF &� BOE UIF
IJHIMZ EJTQFSTJWF NJYUVSF .-$���� BOE GPS .-$����

GSFRVFODZ�EFQFOEFOU DPOUSPMMBCMF TQSFBEJOH� 5IFTF NBUFSJBMT
IBWF BOJTPUSPQJD QIZTJDBM QSPQFSUJFT JODMVEJOH TJHOJàDBOU EJG�
GFSFODFT CFUXFFO UIFJS EJFMFDUSJD QFSNJUUJWJUZ WBMVFT QBSBMMFM UP
BOE QFSQFOEJDVMBS UP UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS ε∥ BOEε⊥ SFTQFDU�
JWFMZ� 5IF JOEVDFE XFUUJOH XBT BDIJFWFE CZ UIF BDUJPO PG
EJFMFDUSPQIPSFTJT GPSDFT UIBU QPMBSJTF UIF SFHJPO PG UIF MJRVJE
BEKBDFOU UP BO JOUFSEJHJUBUFE FMFDUSPEF BSSBZ PO UIF TPMJE TVS�
GBDF UIBU JT TVCKFDUFE UP BO "�$� WPMUBHF PG 3�.�4 WBMVF
7P� "U IJHIFS WPMUBHFT UIF WPMUBHF JOEVDFE SFEVDUJPO JO DPO�
UBDU BOHMF θ (7P) XBT GPVOE UP PCFZ UIF MJOFBS SFMBUJPOTIJQ
DPT [θ (7P)] = DPT [θ:]−β7�

P XIFSF β JT UIF EJFMFDUSPXFUUJOH
DPFGàDJFOU BT GPVOE QSFWJPVTMZ JO UIF MJUFSBUVSF CVU GPS JTP�
USPQJD MJRVJE ESPQMFUT JO BJS <��>� 0VS 2�UFOTPS DBMDVMBUJPOT
IBWF FMVDJEBUFE UIF OBUVSF PG UIF OFNBUJD PQUJDBM UFYUVSFT PG UIF
ESPQMFU VOEFS WPMUBHF UIBU XF PCTFSWFE VTJOH QPMBSJTJOH PQUJDBM
NJDSPTDPQZ� #Z DPNQBSJTPO CFUXFFO UIF FYQFSJNFOUBM UFY�
UVSFT BOE UIF 2�UFOTPS TJNVMBUJPOT XF IBWF FYQMBJOFE IPX UIJT
WPMUBHF�EFMBZFE MJOFBS SFHJNF PDDVST PODF UIF SBUF PG DIBOHF
XJUI WPMUBHF PG UIF PWFSBMM EJTUPSUJPO UP UIF O�EJSFDUPS àFME IBT
TVCTUBOUJBMMZ TBUVSBUFE�

5IF OFNBUJD MJRVJE DSZTUBM NBUFSJBM .-$���� IBT B QSP�
OPVODFE %FCZF GSFRVFODZ SFMBYBUJPO PG UIF WBMVF PG UIF NBUFS�
JBM�T QFSNJUUJWJUZ ε∥ QBSBMMFM UP UIF OFNBUJD O�EJSFDUPS� 5IJT
QSPWJEFT GSFRVFODZ DPOUSPM PG UIF QFSNJUUJWJUZ XIJDI QFS�
NJUT TUVEZ PG IPX UIF QFSNJUUJWJUZ WBMVF HPWFSOT UIF EFHSFF
PG EJFMFDUSPXFUUJOH XIJMTU UIF PUIFS QSPQFSUJFT PG UIF MJRVJE
JODMVEJOH JUT TVSGBDF UFOTJPO BSF LFQU DPOTUBOU� 8F GPVOE UIBU
UIF EFHSFF PG WPMUBHF�GPSDFE XFUUJOH PG .-$���� BU B QBSUJDV�
MBS GSFRVFODZ JT EFUFSNJOFE CZ XIJDI PG UIF NBUFSJBM�T UXP VOJ�
BYJBM QFSNJUUJWJUZ WBMVFT ε∥ BOEε⊥ JT MBSHFTU BU UIBU GSFRVFODZ�
'PS GSFRVFODJFT VQ UP �� L)[ XIFSF ε∥ > ε⊥ XF GPVOE UIBU
UIF GSFRVFODZ EFQFOEFODF PG UIF EJFMFDUSPXFUUJOH DPFGàDJFOU
β JT EJSFDUMZ QSPQPSUJPOBM UP UIF WBMVF

(
ε∥ − �

)
UP B WFSZ HPPE

BQQSPYJNBUJPO� 0VS SFTVMUT PGGFS UIF QPTTJCJMJUZ PG GSFRVFODZ
DPOUSPM JO BEEJUJPO UP WPMUBHF DPOUSPM PG UIF PQFSBUJPO PG PQUP�
áVJEJD EFWJDFT TVDI BT SFDPOàHVSBCMF MFOTFT BOE WPMUBHF QSP�
HSBNNBCMF PQUJDBM TIVUUFST PS DPMPVSFE àMUFST <�� ��m��>�

%BUB BWBJMBCJMJUZ TUBUFNFOU

5IF EBUB QSFTFOUFE JO UIJT TUVEZ BSF BWBJMBCMF PO SFRVFTU GSPN
UIF DPSSFTQPOEJOH BVUIPS�

"DLOPXMFEHNFOUT

8F HSBUFGVMMZ BDLOPXMFEHF VTFGVM EJTDVTTJPOT XJUI (.D)BMF
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